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Vorwort zur ersten Auflage. 



U ■'; Die Wissenschaft, welche den Titel „Analysis“ führt, kann 
■ als eine Fortsetzung der Algebra und zugleich ala eine Brücke 



zur Differential- und Integral-Rechnung betrachtet werden. Thr 
' Inhalt ist, wie der der Algebra, so mannichfnltig, dass es auch 



hier unmöglich ist, denselben in wenigen Worten zusammen - 



zufassen oder eine bestimmte Definition von denn Worte Ana- 






I 



lyais zu geben. Waa dies Wort bezeichnet, kann man nur 
nach und nach erfahren. 

Zu ihren Resultaten führen indessen mehrere sehr ver- 
schiedene Methoden. Wir haben diejenige gewählt, welche 
uns für den ersten Anfänger und zum Selbstunterricht, wozu 
dies Werk bestimmt ist, am geeignetsten schien. 

Wer jedoch die Mathematik nicht als Mittel, sondern als 
Zweck betrachtet, wird schon von selbst nicht unterlassen, sich 



f auch mit den übrigen, namentlich mit der Cauchy ’schen 
v. Methode, bekannt zu machen. 



> 



Hamburg, im Juni 1853. 




Lübsen. 
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Vorwort zur zweiten Auflage, 



Dei dieser neuen Auflage sind die Druckfehler in der alten 
beseitigt und neue möglichst vermieden; ausserdem hat sie 
einige Zusätze erhalten und ist namentlich auch der Beweis 
dass jede algebraische Gleichung «ten 
Grades sich in n einfache Factoren zerlegen lässt. 



inommen 



im Februar 1860 



Lübsen 




Erstes Buch. 

Combinationslehre. 

Einleitung. 

L 

Die Combinationslehre ist die Wissenschaft von den Gesetzen, 
nach welchen eine Anzahl gegebener Dinge sich ordnen und 
verbinden lässt. Sie hat als solche nicht allein ein rein 
wissenschaftliches, sondern auch ein practisches Interesse, in- 
dem sie bei verschiedenen mathematischen Untersuchungen sehr 
oft Anwendung findet, namentlich in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, wo man das Reich der Möglichkeiten durchsucht 
und dessen Grenze bestimmt, dann auch in der Kunst zu be- 
obachten und eine Reihe nothwendiger Versuche in gehöriger 
Ordnung und Verbindung anzustellen. 

2 . 

Um den oben ausgesprochenen Begriff der Combinations- 
lehre und das, was man unter Ordnen und Verbinden versteht, 
noch etwas deutlicher zu bezeichnen und zugleich die Haupt- 
fragen, deren Beantwortung sie lehren sqü, zuerst hervorzu- 
heben, so wie um die nothwendigen Zeichen und Kunstwörter 
festzusetzen, mögen folgende Beispiele als Vorbereitung dienen. 

3. 

Es sei die Aufgabe gegeben: Alle möglichen vierziffrigen 
Zahlen darzustellen, welche sich mit den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 
schreiben lassen. 

Lübsen's Analysis. 1 
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Einige der hier geforderten Zahlen darzustellen, ist offen- 
bar leicht. Verschieden sind z. B. schon die Zahlen 1234, 
1243, 1423, 3124 &c. Allein man sieht wohl, worauf es an- 
konnnt, um alle möglichen zu erhalten, nämlich eine all- 
gemeine Methode zu erfinden, nach welcher man eine Anzahl 
Dinge (welche wir in der Folge kurzweg Elemente nennen 
und der leichtern Uebcrsicht halber mit Ziffern bezeichnen 
wollen) in allen möglichen verschiedenen Folgen (Nebenein- 
andersein) hinschreiben kann, oder, was dasselbe ist, in einer 
Gruppe von Dingen (Elementen), z. B. in 1, 2, 3, 4, die Plätze 
derselben auf alle mögliche Weise zu verwechseln. Derjenige 
Theil der Combinationslehre, welcher diese Art Aufgaben lösen, 
nämlich ajle möglichen Versetzungen (Permutationen) einer 
bestimmten Anzahl Elemente angeben lehrt, heisst Permu- 
tation und durch die Bezeichnung P (1, 2, 3, 4) wird die 
hier in Worten ausgesprochene Forderung kurz angedeutet. 

4 . 

Es sei ferner die Aufgabe gegeben: Alle möglichen Ver- 
bindungen (Combinationen) darzustellen, • welche sich aus einer 
gegebenen Anzahl Elemente 1 , 2, 3, 4, 5, 0 (z. B. Sauerstoff, 
Wasserstoff, Stickstoff, Kohle, Schwefel &c.) machen lassen, 
indem man je zwei, oder je drei &c. Elemente verbindet, oder 

wie es in der Kunstsprache heisst, zur zweiten, dritten Classe &c. 

2 

combinirt und welche Forderung in Zeichen durch C ( 1 , 2, 3, 4, 5, 6), 

6 (l, 2, 3, 4, 5, 6) angedeutet wird. 

Einige dieser verschiedenen Combinationen aus den sechs 
Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 lassen sich offenbar leicht bilden. 
Zur zweiten Classe hätte man unter andern z. B. 12, 13, 16, 
23, 35 &c. und zur dritten Classe z. B. 123, 124, 13G, 345 &c. 
Derjenige Theil der Combinationslehre, welcher diese Art Auf- 
gaben lösen lehrt und ein allgemeines Verfahren angiebt, alle 
an Inhalt verschiedenen Combinationen zu einer bestimmten 
Classe darzustellen, so wie auch eine allgemeine Kegel aufstellt, 
ihre Anzahl im Voraus zu berechnen, heisst Combination. 
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Hierbei dürfen also keine Permutationen Vorkommen, und For- 
men, wie 123, 132, 213 z. B. wären also, weil sie ganz die- 
selben Elemente enthalten, an Inhalt gleich und nur für eine 
zu rechnen. 



5 . 

Es sei endlich noch die Aufgabe gegeben: Aus mehreren 
verschiedenen Reihen Elemente alle möglichen Combinationen 
so zu bilden, dass jede der verschiedenen Combinationen aus 
jeder Reihe e i n Element enthält, z. E. eine Reihe verschie- 
dener Säuren A, B, C, D mit einer Reihe verschiedener 

Basen a, b, c . . . zu verbinden , so dass jede der möglichen 
Combinationen eine Säure und eine Base enthält. 

Diese dritte Aufgabe ist offenbar darin von der vorher- 
gehenden zweiten Aufgabe (§ 4) sehr verschieden, weil dort 
die Elemente aus einer und derselben Reihe, hier aber die Ele- 
mente aus verschiedenen Reihen mit einander verbunden 
werden sollen. Zur Unterscheidung nennt man deshalb auch den 
Theil der Combinationslehre, welcher diese letztere Art Aufgabe 
zu behandeln, d. h. eine Methode und eine Regel aufzustellen hat, 
nach welcher man alle möglichen Verbindungen dieser Art dar- 
stellen und ihre Anzahl im Voraus berechnen kann, Variation.*) 

Einige der verschiedenen Verbindungen (Variationen) aus 
den beiden obigen Reihen A, B, C, D. . und a, b, c, d. . wären 
z. B. A a, Ab, Ar..., Ba, B b &c. Bei der Variation ist der 
Grad der Classe offenbar durch die Zahl der verschiedenen 
Reihen bestimmt. 

6 . 

Hiemit hätten wir nun die Hauptfragen der Combinations- 
lehre, welche die folgenden, in Aufgaben gekleideten §§ be- 
antworten sollen, zuerst hervorgehoben und mit dem Anfänger 

*) Dies Wort, Variation, ist freilich nicht bezeichnend und schon deshalb 
sehr unpassend gewählt, weil es später in einem ganz andern Sinne zur 
Bezeichnung des höchsten Theils der Infinitesimalrechnung gebraucht wird. 

1 * 
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besprochen. Und da dieser nun gehörig vorbereitet ist und 
weiss, worauf es ankommt, so möge er jetzt versuchen, die 
folgenden Aufgaben selbstständig zu lösen und diese Wissen- 
schaft selber zu erfinden. 



Permutation. 

7 . 

Aufgabe. Ein Verfahren anzugeben, nach welchem man 
alle möglichen Permutationen einer gegebenen Anzahl Ele- 
mente, z. B. P (1, 2, 3, 4), darstellen kann. 

Auflösung. Die bequemste Regel scheint folgende zu sein : 
Man schreibe die mit Ziffern (Zeigern) bezeichneten Elemente 
erst in natürlicher (arithmographischer) Folge hin, so erhält 
man die niedrigste Form, hier also: 1234. Durchlaufe diese 
erhaltene Form rückwärts, bis man an ein niedrigeres Element 
kommt, setze an dessen Stelle das darauf folgende höhere 
(oder wenn mehrere höhere folgen, das nächst höhere) und 
lasse hierauf die durchlaufenen (das verdrängte mitgerechnet) 
in natürlicher Ordnung folgen. Diese einfache Regel wird für 
jede erhaltene Form so oft wiederholt, bis alle Permutationen 
zum Vorschein gekommen. Aus P (1, 2, 3, 4) hat man zuerst 
die niedrigste Form 1234. Weil nun 3 niedriger als 4, so 
ist die nächst höhere Form 1243. Durchläuft man diese wie- 
der rückwärts, so kommt man erst bei 2 an ein niedrigeres 
Element; setzen wir an dessen Stelle das nächst höhere der 
beiden durchlaufenen, so folgt aus der Form 1243 die nächst 
höhere 1324 &c., nämlich: 





PC, 


2, 3, 4) 




1234 


2134 


3124 


4123 


1243 


2143 


3142 


4132 


1324 


2314 


3214 


4213 


1342 


2341 


3241 


4231 


1423 


2413 


3412 


4312 


1432 


2431 


3421 


4321 
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Dass man auf diese Weise alle möglichen Permutationen 
sicher erhält, ergiebt sich daraus, weil man allmälig von 
der niedrigsten Form bis zur höchsten aufsteigt, worauf 
die Regel nicht mehr angewandt werden und mithin auch keine 
mögliche Form fehlen kann. 



8 . 

Formen, welche dasselbe Anfangs-Element haben, rechnet 
man zu einerlei Ordnung. Vorstehendes Beispiel giebt also 
vier verschiedene Ordnungen, weil offenbar jedes Element 
gleich oft an die Spitze zu stehen kommt. 

9 

Aufgabe. Eine allgemeine Regel oder Formel zu finden, 
nach welcher man die Anzahl aller möglichen Permutationen 
aus n Elementen im Voraus berechnen kann. 

Auflösung 1. Ein Element (1) giebt keine Versetzung, 
kommt aber ein zweites (2) hinzu, so kann dieses jenem auf 
zwei verschiedene Weisen zugesellt, nämlich nach- und auch 
vorgesetzt werden; mithin geben zwei Elemente zwei Per- 
mutationen 12, 21 . Kommt noch ein drittes Element (3) hin- 
zu, so kann dieses jeder der beiden vorhergehenden Formen 
auf drei verschiedene Weisen zugesellt, nämlich nach-, 
zwischen- und vor gesetzt werden. Drei Elemente geben 
also 2.3= 1.2. 3 = 6 Permutationen. Ein viertes Element (4) 
findet bei jeder der vorhergehenden 6 Permutationen vier 
verschiedene Plätze. Vier Elemente geben also 1.2.3.4 = 24 
Permutationen. Setzt man diese Schlussreihe fort und bezeichnet 
die Anzahl Permutationen aus n Elementen mit P„, so findet 
man leicht, dass ganz allgemein: 

P„= 1.2.3.4 n 

Auflösung 2. Weil jedes der n Elemente gleich oft an 
die Spitze kommt (§ 8), so erhält man die Anzahl der Per- 
mutationen aus n Elementen offenbar auch, indem man die 
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Anzahl der Permutationen aus n — 1 Elementen mit n multi- 
plicirt, weil es n verschiedene Ordnungen geben muss. In 
Zeichen: 

P M = ».P„_i. 

Setzt man nun in diese Formel nach und nach n= 1 , 2, 3,. . . 
so hat man, weil P, = 1, 

P 2 = 2 . P, = 2 . 1 
P = 3.1\, =3.2. 1 
P 4 — 4 . P 3 = 4 . 3 . 2'. I 

P M = n . = n. n — 1 . « — 2 . . . .3.2. 1 . 



10 . 

Sind unter den zu permutirenden Elementen mehrere 
gleiche, wie es häufig der Fall ist, so leuchtet ein, dass die 
Anzahl der möglichen Permutationen nicht so gross sein kann, 
als wenn die Elemente alle verschieden wären, weil die Plätze- 
Vertauschung gleicher Elemente keine Formveränderung her- 
vorbringt. Es fragt sich nun, wie man in solchem Falle die 
Anzahl der möglichen verschiedenen Formen im Voraus be- 
rechnen kann. Das Verfahren, sie wirklich darzustellen, bleibt 
dasselbe, wie in § 8. So giebt z. B. P (1, 1, 1, 2,2, 3): 



111223 


1iV 3 223 


111232 


1, ljb.223 


111322 


1 3 1 1 1 .3 2 2 3 


112123 


lg I 3 ‘ i 223 


112132 


Igl, l a 223 


1 12213 


1 3 1 a 1 1 223 


112231 


— 


112312 


ll ^2 2^; 3 


112321 




11 . s. w. 





Nennen wir die Anzahl der verschiedenen Permutations- 
Formen .r, so ist klar, dass, wenn in jeder dieser x verechie- 
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denen Formen die drei gleichen Elemente (1, 1, 1) verschieden 
würden, dann auch durch Permutation derselben statt jeder 
der x Formen 1.2.3 = 6 mal so viel kommen würden (wie es 
für die niedrigste Form 111223 in nebenstehender lleihe an- 
gedeutet worden). Würden in jeder dieser verschiedenen 
1.2.3.« Formen auch noch die zwei gleichen Elemente (2, 2) 
verschieden, so würden aus jeder der 1.2.3.« Formen noch 
1.2== 2mal so viel hervorgehen. Dann müsste man offenbar so 
viele Formen erhalten, als wenn alle sechs Elemente verschie- 
den wären. Daher ist (§ 9): 

1.2. 1.2.3.«= 1.2. 3. 4. 5. 6 
« = 60. 

Ist allgemein n die Anzahl aller Elemente und darunter 
einmal p , einmal q und einmal r gleiche, so ist die Anzahl 
aller möglichen Permutationen: 

p ^ 1.2. 3,4 (n— 1)« 

" — 1.2.3. . ./». 1.2.3. . .q. 12.3. . .»• 



Combination. 

II 

Aufgabe. Ein Verfahren anzugeben, nach welchem man 
aus einer gegebenen Anzahl verschiedener Elemente alle mög- 
lichen verschiedenen Combinationen zu einer bestimmten Chasse 

bilden kann; z. B. 6 (1, 2, 3, 4, 5, 6). 

Auflösung. Man stelle so viele der niedrigsten Elemente 
in natürlicher Folge zusammen, als der Exponent der Ctasse 
Einheiten hat. Aus der erhaltenen niedrigsten Form leite man 
successive die nächst höheren ab, indem man in die letzte 
Stelle nach und nach die noch vorhandenen höheren Elemente • 
nach ilirer Aufeinanderfolge setzt. Lässt sich in die letzte 
Stelle kein höheres Element mehr setzen, so muss man erst 
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die vorletzte (vorvorletzte &e.) Stelle erhöhen und dann wie- 
der wie vorhin verfahren, so dass nie ein niedrigeres Element 
auf ein höheres folgt und auch keine Permutation Statt findet. 
Alsdann müssen alle an Inhalt verschiedenen Counbinationen 
auf diese Weise sogleich geordnet zum Vorschein kommen. 
So ist z. B. : 



6 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) 

1 , 2 , 3 , 4 , 5, 6 



0 ( 1 , 2 , 


, 3 , 4,5 


. 6 ) 


12 


23 


34 


45 


13 


24 


35 


46 


14 


25 


36 




15 


26 






16 









6 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) 

1234 2345 3456 

1235 2346 

1236 2356 

1245 2456 

1246 
1256 

1345 

1346 
1356 
1456 



123 

124 

125 

126 
134 

56 135 

136 

145 

146 
156 

6 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) 



6 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) 

234 345 456 

235 346 

236 356 

245 

246 
256 



6 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) 



12345 23456 123456 

12346 
12356 
12456 
13456 



12 . 

Aufgabe. Eine allgemeine Formel zu finden, nach welcher 
• man die Anzahl aller möglichen Combinationen zu einer be- 
stimmten Classe aus einer gegebenen Reihe verschiedener 
Elemente im Voraus berechnen kann. 



Digitized by Google 




9 



Auflösung. Nehmen wir zuerst an, man habe 6 Elemente, 
so ist klar, dass es nur 6 Combinationen zur ersten Classe 
giebt. Zu jedem dieser 6 Elemente lässt sich jedes der 5 
übrigen setzen, was dann 6.5 = 30 Verbindungen (Arrange- 
ments) zur zweiten Classe giebt. Da nun aber kein Element 
vor dem andern einen Vorzug hat, sondern alle auf gleiche Weise 
in die Verbindungen e’mtreten, mithin jedes Element gleich oft 
vor und nach zu stehen kommen muss, so sind diese 6.5 
Verbindungen offenbar je zwei an Inhalt gleich oder permutirt. 
Man hat z. B. 12 und auch 21; 13, 31; 14, 41 &c. Nennen 
wir also die Anzahl der wirklichen, an Inhalt verschiedenen Com- 
binationen aus 6 Elementen zur zweiten Classe *, so geben 
diese 1.2* Permutationen und weil dann 1.2.*= 6.5 sein 
6.5 

muss, so ist x = — — = 15. 

Jede der 6.5 permutirten Combinationen aus den 6 Ele- 
menten zur zweiten Classe lässt sich mit jedem der 4 übrigen 
Elemente verbinden, was 6.5.4 Verbindungen zur dritten Classe 
giebt. Da nun aber in diesen Verbindungen jedes Element 
noth wendig wieder auf gleiche Weise Vorkommen, d. h. gleich 
oft vor, in der Mitte und am Ende stehen muss, so erscheint 
hier jede Combination in allen ihren Permutationsformen. Nennt 
man also die Anzahl der wirklich verschiedenen Combinationen 
aus 6 Elementen zur dritten Classe .r , so ist, weil jede der- 
selben 1.2.3 Permutationen giebt , 1.2. 3. * = 6.5. 4. Daher 
_6J>.4 

1.2.3’ 

Setzt man diese Schlussreihe fort, so ergiebt sich die 
Anzahl der Combinationen aus 6 Elementen zur vierten Classe 

== ; zur fünften Classe = und allgemein die 

l.Z.o.4 1 . z . 0,4.0 

Anzahl der Combinationen aus n Elementen zur mten Classe 

C ”• (” — I)(w — 2). . .(n — [wi— 1]) 

" 1.2.3 rn 

13 . 

Die vorhergehende Formel lässt sich auch auf folgende 
Weise finden: 
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Denkt man sieh die Reihe der zu combinirenden .Elemente, 
3 

z. B. 0(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), durch einen Einschnitt in zwei Gruppen 
getheilt, wovon die erste so viele Elemente enthält, als der Ex- 
ponent der Classc Einheiten hat, 
und verfährt dann ganz nach der 
§ 1 1 gegebenen Combinations- 
Regel, nur mit dem Unter- 
schiede, dass man (gerade wie 
bei der Permutation) jedesmal 
die übrigen Elemente in natür- 
licher Ordnung in der zweiten 
Columne folgen lässt, so erhält 
man offenbar nicht allein die 
Combinationen zur dritten 
Classe, sondern zugleich auch 
die Combinationen zur 7 — 3 = 
4ten Classe, jedoch in umgekehr- 
ter Ordnung der Vorschrift. 
Auf die erste niedrigste Form 
linker Seite folgt die höchste 
Form rechter Seite, dann auf die nächste höhere linker Hand 
die nächst niedrigere rechter Hand &c. bis zur höchsten und 
niedrigsten beiderseits, und es ist klar, dass aus diesem Grunde 
alle möglichen Combinationen zur dritten und vierten Classc 
aus den 7 Elementen nothwendig zum Vorschein kommen müssen. 

Was nun ihre Anzahl anbetrifft, so sei diese = .r. Denkt 
man sich die Combinationen diesseits des Striches sämmtlich 
permutirt, so würde man offenbar 1.2. 3mal so viel, also 1 . 2 . 3 . x 
Formen von 7 Elementen erhalten. Denkt man sich in diesen 
l. 2.3.a; Formen auch noch die, je vier verschiedenen, 
Elemente hinter dem Striche permutirt, so giebt dies wieder 
1.2.3.4mal so viel, mithin 1 .2.3.4. t. 2.3. x. Diese Anzahl 
muss nun aber mit der Anzahl aller Permutationen aus 7 Ele- 
menten Übereinstiminen. Daher: 

1.2. 3. 4. 1.2. 3. **==1.2.3. 4. 5. 6. 7; 

woraus : 



123 


4567 


237 


1456 


124 


3567 


245 


1367 


125 


3467 


. 246 


1357 


120 


3457 


247 


1 356 


127 


3456 


256 


1347 


134 


2567 


257 


1346 


135 


2467 


267 


1345 


130 


2457 


345 


1267 


137 


2156 


346 


1257 


145 


2367 


347 j 


1256 


1 40 


2357 


356 


1247 


147 


2356 


357 | 


1246 


156 


2347 


367 


1245 


157 


2346 


456 


1237 


167 


2345 


457 


1236 


234 


1567 


467 


1235 


235 


1467 


567 i 


1234 


236 


1457 
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1 .2. 3. 4. 5. 6. 7 7.6.5 7. 6. 5. 4 

1.2. 3 . 4 - 7 ) 2.3 1T2T3 — 1 . 2.3". 4 



Allgemein, die Anzahl aller Combiuationen zur »den Clas.se 
aus u Elementen ist: 

> * t • , 

1 . 2. 3 . 4. . .(n — m)(n — m + 1) (n — m + 2). . .(n — 1) n 
1 . 2 . 3. 4. . .-(n — m ) . 1 . 2 m 



oder C„ = "• ( n- 1 ). ( »- 2 ),.Jn -_(« 
1.2 . 3 w 



')] 



Anmerkung. Aus den vorhergehenden Betrachtungen hat 
sich zugleich ergeben, dass aus n Elementen eben so viele 
Combinationen zur roten, als zur (n — m)ten Classe möglich sind. 



Combinationen mit Wiederholung. 



14 . 

Ausser der im vorigen § erwähnten Combination kommt 
es auch vor, eine Reihe Elemente zu einer bestimmten Classe 
so zu combiniren, dass jedes der Elemente in derselben Form 
bis so oft wiederholt (mit sieh selbst verbunden) werden darf, 
als der Exponent der Classe Einheiten hat. Man nennt dies 
Combination mit Wiederholung und deutet sie durch das Zeichen 
C' an. Dies ist dann ganz dasselbe, als wenn man in der 
Reihe der zu combinirenden Elemente jedes Element so oft 
vorhanden denkt , als der Classen-Exponent Einheiten hat , so 

dass also Ö' (1,2, 3,4,) = C (1,1, 1,2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4,4), mithin nur 
eine kürzere Schreibart. 

15 . 

Aufgabe. Eine Regel anzugeben, nach welcher man die 

Combinationen mit Wiederholung, z. B. C' (1,2, 3, 4, 5) darstellen 
kann. 
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Auflösung. Die Regel ist hier ganz dieselbe, wie bei der 
Combination ohne Wiederholung. Man schreibt nämlich das 
niedrigste Element so oft hin , als der Classen-Exponent Ein- 
heiten hat. Setzt dann in die letzte Stelle successive die nächst 
höhern Elemente aus der gegebenen Reihe. Eben so verfährt 
man mit der vorletzten, vorvorletzten Stelle &c., indem man 
aber die darauf folgenden Stellen nicht mit den nächst höhern, 
sondern mit demselben Element (weil es wiederholt werden 
darf) besetzt. Auf diese Weise erhält man aus der niedrigsten 
Form erst die nächst höhere, aus dieser wiederum die nächst 
höhere &c. bis zur höchsten Form und mithin alle möglichen 
Formen in den verschiedenen Ordnungen a, b , c, d, e. (Die 
Bedeutung der mit a, ß, y, ö, e bezeichneten Columnen wird 
der folgende § geben.) 







( 


>(1,2, 3, 4, 5) 




a a 


b 


ß 


c y 


d d 


1111 1234 


2222 


2345 


3333 3456 


4444 4367 


1112 1235 


2223 


2346 


3334 3457 


4445 «568 


1113 1236 


2224 


2347 


3335 3458 


4455 4578 


1114 1237 


2225 


2348 


3344 3467 


4555 4678 


1115 1238 


2233 


2356 


3345 . 




1122 1245 


2234 




3355 . 




1 123 1246 


2235 




3444 . 




1124 . 


2244 




3445 . 




1125 . 


2245 




3455 . 




1133 . 


2255 




3555 3678 




1134 


2333 








1135 


2334 








1144 










1145 










1155 










1222 


2555 


2678 






1223 . 










1555 i«« 
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16 . 



Aufgabe. Eine allgemeine Formel zu finden, nach welcher 
man die Anzahl aller Combinationen mit Wiederholung aus n 
Elementen zur w»ten Classe berechnen kann. 

Auflösung. Man denke sich alle Combinationen mit Wieder- 
holungen, z. B. C' (1,2, 3, 4, 5), wirklich hingeschrieben und fol- 
gende Veränderung damit vorgenommen: Das Anfangs-Element 
bleibe in jeder Combination unverändert, die zweite Stelle 
aber werde um eine Einheit, die dritte Stelle um zwei Ein- 
heiten &c. erhöht, wie in § !5 durch die neben a, b, c, d, e 
stehenden Keihen a, ß, y, d, e angedeutet, so erhellet leicht, 
dass dadurch aus den Combinationen mit Wiederholung noth- 
wendig just so viele Combinationen ohne Wiederholung zu 
derselben Classe hervorgehen müssen, jedoch aus so vielen 
Elementen mehr, als der Exponent der Classe Einheiten hat, 
weniger eins. So geben z. B. 5 Elemente zur vierten Classe 
mit Wiederholung just so viele Combinationen, als 5 -|- 3 = 8 
Elemente zur vierten Classe ohne Wiederholung, nämlich: 



.7.6 .5 

.2.3.4 



(§ 12 .) 



Ferner geben 20 Elemente zur fünften Classe mit Wieder- 
holung so viele Combinationen, als 20 -(-4 = 24 Elemente zu der- 
selben Classe ohne Wiederholung, nämlich: ^ 



Allgemein: n Elemente zur »iten Classe mit Wiederholung geben 
so viele Combinationen, als n~\-in — 1 Elemente zur witen Classe 
ohne Wiederholung. Also in Zeichen: 



Ml 




(« + m — 1 ) («-(-»» — 2 ) . . . 7i 

1 . 2 . .7 m 



oder so geschrieben: 



n.(n-f- l).(n -f- 2) . . ,(»-)-m — 1) 

1 .2 . 3 m 
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Variation. 

17 . 

Sind mehrere verschiedene Reihen Elemente gegeben 
und sollen aus ihnen alle möglichen verschiedenen Verbindungen 
so dargestellt werden, dass jede Verbindung ein Element aus 
jeder Reihe enthält, also weder Wiederholung noch Permutation 
Statt finden darf, so nennt man, wie schon in der Einleitung 
erwähnt, eine solche Art Comhination aus mehreren Reihen: 
Variation. Uer Exponent der Classe ist also hiebei durch 
die Anzahl der gegebenen Reihen im Voraus bestimmt. 

18 . 

Aufgabe. Ein Verfahren anzugeben, nach welchem man 
alle möglichen Variationen aus einer gegebenen Anzahl Reihen, 
z. B. aus den drei: A, B, C, D; «, b, r, f d und a, [i, y, ö, 
darstellen kann. 

Auflösung. Man stelle die gegebenen Reihen unter einander: 

A, B, C, D 
a, b, c, d 
a, ft, y, d 

Die Anfangs-Elemente der Reihen zusammengestellt, geben 
die niedrigste Form, nämlich Aaa. Hieraus folgen nach und 
nach die nächst höhern Formen, indem man in die letzte Stelle 
successive die nächst höhern Elemente der letzten Reihe setzt, 
bis dieselbe ganz erschöpft ist. Hierauf wird die vorletzte 
Stelle durch das nächst höhere Element der bezüglichen (vor- 
letzten) Reihe, die letzte Stelle aber wieder mit dem Anfangs- 
Element der letzten Reihe besetzt &e., wie nachfolgend ange- 
deutet: 
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Aaa 


ßaa 


Caa 


Da« 


A aß 


B aß 


C aß 


D aß 


A ay 


B ay 


C ay 


Day 


A ad 


Bad 


Carl 


Dad 


A ha 


B ha 


C ba 


D ba 


A bß 


B bß 


Cbß 


D bß 


Add 


B dd 


C dÖ 


Di IÖ 



Es ist klar, dass man auf diese Weise nothwendig alle 
Variationsformen, von der niedrigsten, A acr, bis zur höchsten, 
Ddd, erhalten muss. 

Anmerkung. Hätte man das Product aus den drei vier- 
theiligen F actoren A + B + C -f- D ; a +/>-(- c -f- d und y-J— (J 

zu entwickeln gehabt, so ist einleuchtend, dass die Theile des 
Products mit den obigen, durfch Variation erhaltenen Formen 
übereinstimmen müssen; kurzum, dass der Mechanismus der 
Multiplication durch Variation ersetzt werden kann. Diese Be- 
merkung ist für die Folge wichtig und deshalb wohl zu beachten. 



19 . 

Um bei der wirklichen Darstellung der Variationen durch 
Einführung der Ziffern, als Stellvertreter der Elemente, eine 
bequemere und deutlichere Schreibweise zu erhalten, wollen 
wir alle Anfangs-Elemente der verschiedenen Reihen mit t, 
alle zweiten mit 2 &c. bezeichnen. Setzen wir dann noch fest, 
dass die St eil zahl in einer Variationsform zugleich diejenige 
(late, 2te etc.) Reihe angiebt, aus welcher das bezügliche Ele- 
ment genommen werden muss, so lassen sieh alle Variationen 
nach der vorhin gegebenen Regel leicht darstellen, wie nach- 
folgendes Beispiel zeigt: 
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1 2 S 4 



A, 

a, 


B, 

b, 

ß, 


c, 

'/■> 


D 

d 

ö 


111 


211 


311 


411 


112 


212 


312 


412 


113 


213 


313 


413 


114 


214 


314 


414 


121 


221 


321 


421 


122 


222 


322 


422 


123 


223 


323 


423 


124 


224 


324 


424 


131 


231 


331 


431 


132 


232 


332 


432 


133 


233 


333 


433 


134 


234 


334 


434 


141 


241 


341 


441 


142 


242 


342 


442 


143 


243 


343 


443 


144 


244 


344 


444 



Anmerkung. Hier scheint es zwar, als ob die Variations- 
formen, z. B. 112, 121, 211, permutirte Combinationen mit 
Wiederholung wären. In formeller Hinsicht sind sie es auch, 
allein in materieller Hinsicht sind sie an Inhalt wirklich ver- 
schieden; denn nach vorhergehender Bestimmung bedeutet in 
112 die erste Stelle das erste Element der ersten Reihe, die 
zweite Stelle das erste Element der zweiten Reihe und die 
dritte Stelle das zweite Element aus der dritten Reihe. Es ist 
nämlich 112 = A aß; eben so ist 121 = Aba; 211 = Baa; 
142 = Adß &c. 
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20 . 

Aufgabe. Eine allgemeine Regel anzugeben, nach welcher 
man die Anzahl der möglichen Variationen aus einer gegebenen 
Anzahl Reihen berechnen kann. 

Auflösung. Hat die erste der verschiedenen Reihen n, die 
zweite Reihe m Elemente, so lässt sich offenbar jedes der in Ele- 
mente mit jedem der « Elemente verbinden, was also m.n Varia- 
tionen gäbe. Hat nun die dritte Reihe p Elemente, so kann 
man wieder die nn Variationen mit jedem der ^» Elemente ver- 
binden, was dann rn np Variationen giebt &c. Hat man m ver- 
schiedene Reihen von je n Elementen, so ist die Anzahl aller 
Variationen offenbar «= n m . In Zeichen: 

• j - m 

' 1 V (1*2,3 . . .«) == «"'. 



. In § 19 Anmerkung ist schon bemerkt worden, dass die 
Anzfthl aller Variationen aus in Reihen von je « Elementen 

in 

(was wir durch y (1,2,3 . ...n) angedeutet) gleich ist der An- 
zahl der permutirten Combinationen mit Wiederholung au« n 

. * . #» 

Elementen zur «iten Classe, was wir durch p C' (1,2,3. .. .n) 
andeuten wollen. Dies giebt uns noch folgenden practisch 
wichtigen Satz: 



r in m 

V (1,2,3 . . .«) = pC'(l,2,3. .,.«) 

Combination mit Wiederholung zu einer 
bestimmten Summe. 

< 

... 22 . 

Unter Combination mit Wiederholung aus n Elementen 

m 

zur witen Classe zur Summe s (in Zeichen ”C' [ 1 , 2, 3 . . . . «]) 
versteht man: nur diejenigeu dieser Combinationen zu der 

L&baen’s Analysis. » ' ' y * , • 1 >’ 
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geforderten Classe anzugeben, worin die Quersumme der Ele- 

4 

mente immer = s ist. Aus 12 C'(1,2,3. . . .9) hätte man z. B. 
unter andern: lt 19, 1227, J236 &c. Um alle möglichen dieser 
Combinationen zu finden (eine Aufgabe, welche zuweilen in 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorkommt), wird man folgen- 
des Verfahren beobachten: Man schreibe das niedrigste Element 
der Reihe so ol't hin, als der Exponent der Classe Einheiten 
hat, setze dann in die letzte Stelle von den übrigen Elementen 
ein solches (nöthigenfalls das höchste), welches zur Quersumme 
der vorhergehenden addirt, die verlangte Summe giebt. Kann 
selbst das höchste Element der Reihe diese Summe nicht her- 
vorbringen, so muss man mit der vorletzten und wenn nöthig 
mit der vorvorletzten Stelle &c. so verfahren. Auf diese Weise 
erhält man zuerst die niedrigste Form. Hieraus folgen dann 
nach und nach die nächst hohem bis zur höchsten, mithin alle 
möglichen Formen, indem man (wie folgende Beispiele zeigen) 
von einem hohem Element eine Einheit abnimmt und der vor- 
hergehenden Stelle hinzulegt und dann die rechts folgenden 
Stellen, so weit möglich, mit gleichen Elementen besetzt und 
darauf achtet, dass kein niedrigeres Element auf ein höheres 
folgt. Eben so ist es leicht, die Combinationen ohne Wieder- 
holungen zu einer bestimmten Summe zu bilden. 



3, 4, 5, 6, 7, 3, 9) ; 


”C' (1,2, 3, 4, 5, 6) 


1119 


146 


1128 


155 


1137 


236 


1146 ' 


245 


1155 


335 * 


1227 


344 


1236 




1245 


* a 


1335 


n C(l,2,3,4,5,6) 


1344 




2226 


146 


2235 


236 


2244 


245 , 


2334 




3333 . 
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Variationen zu bestimmten Summen. 

23 . 

t Weil, nach § 19, Anmerkung, -die Variationen aus m ver- 
schiedenen Reihen von je n Elementen (wenn man sie aus den, 
allen Reihen gemeinschaftlichen Zeigern 1,2,3...« bildet) in 
formeller Hinsicht auch zum Vorschein kommen, wenn man aus 
den gemeinschaftlichen Zeigern 1 , 2, 3 . . . n alle möglichen Com- 
liinationen mit Wiederholung zur »iten Classe bildet fmd dann 
die erhaltenen Formen permutirt, so erhält man offenbar die 
Anzahl aller Variationen zu einer bestimmten Summe be- 
quemer, indem man die Combinationen mit Wiederholung zu 
dieser Summe bildet und dann die Permutationszahlen der er- 
haltenen Formen addirt. In Zeichen: 

m in 

‘V (1,2,3. ...«) = p a C' (1,2,3:, . .«) 

24 . 

Aufgabe. Wie viele verschiedene Würfe sind mit drei 
Würfeln möglich und wie viele sind darunter, deren Augen- 
zahl = 12 ist? 

Auflösung. Denkt man sich den einen Würfel mit weissen 
(w), den zweiten mit rothen (r) und den dritten mit blauen 
(£) Nummern bezeichnet, so erhellet leicht, dass z. B. die 
Würfe 123; 123; 123 &c. als wirklich verschiedene betrachtet 

. urb rieb rbte 

werden müssen. Wir haben hier also drei verschiedene Reilien 
von je 6 Elementen. Die Anzahl aller verschiedenen Würfe 

ist also: V(l,2:. 6) = 6 S = 216. Weil ferner: 

1S V (1,2,3,4,5,6) = p 12 &(1,2,3,4,5,6) 
so giebt es hier offenbar 25 verschiedene Würfe, 
deren Augenzahl = 1 2 ist, denn die drei Formen 
156, 246, 345 lassen jede 6, die Formen 255, 

336 jede aber nur 3 Permutationen zu, und 444 
kommt nur einmal vor. 



2 * 



150 6 

246 ] 6 

255 3 

336 3 

345 I 6 
444 ! 1 

! 25 > 
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. - Zweites Buch. 

Binomischer Lehrsatz für ganze Exponenten» 

25. 

Die Algebra lehrt die Regeln, nach welcher inan die ent- 
wickelte zweite und dritte Potenz von einer beliebigen zwei- 
theiligen Grösse (Binom) gleich aus dem Gedächtniss hin- 
schreiben kann, nämlich: 

(« + i) 2 =a *4-2 ab + b* 

(a4-i) s =a 8 4-3 3ai*4-i 3 

Es kommt nun aber auch häufig vor, dass man eine viel 
höhere Potenz von einem Binom zu entwickeln hat, was durch 
unmittelbare wiederholte Multiplication offenbar sehr mühsam ■ 
und langwierig sein würde. Da nun über die entwickelte 
Potenz z. B. von ( a 4- b) 10 gewiss nicht willkürlich , sondern 
durch den Potenzexponenten im Voraus bestimmt ist, so muss 
offenbar auch ein allgemeines Gesetz (Formel) existiren, nach 
welchem man die Entwickelung gleich fertig hinschreiben .kann. 
Es entsteht deshalb die Aufgabe, dieses Gesetz zu entdecken 
und aufzustellen. 

26. 

Nehmen wir zuerst an, es solle aus verschiedenen 

zweitheiligen Factoren, z. ß. aus sechs: (« + 1>), (c 4~ d), 

das Produck entwickelt werden. Schreibt man diese sechs 
Factoren unter einander und setzt darüber den gemeinschaft- 

f 
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liehen Zeiger t , 2 , so könnte man das verlangte 
Product, zufolge § 18, Anmerkung, durch Variation 
finden. Es wäre dann, indem man in den erhaltenen 
Variationen, statt der Zeiger 1,2, die ihnen und 
ihren Plätzen entsprechenden Elemente setzt : 111111 
so viel als aeegil; ferner 111112 = acegim; 111121 
= acegkl &c. Es ist hier nämlich 111121 nicht 
als Permutation von 111112 anzuschen, indem die 
Zeiger 1 und 2 an verschiedenen Plätzen verschie- 
dene Bedeutung haben.. Wären aber, worauf es 
hier nur ankommt, die 6 zweitheiligen Factoren 
einander gleich (a + b), so würde der Zeiger 1, an 
welchem Platze in einer Variationsform er' auch 
stehen möge, immer a und eben so der Zeiger 2 
immer b bedeuten und die Variationsformen 111112, 
111121, 111211 &c. wären dann an Inhalt gleich 
(nämlich jede = a 6 b) und als wirkliche Permutation 
der Combination 111112 anzusehen. Eben so wären ■ 
dann 111122, 111212, 111221, 1121« ÄC. jede = a*b* 
diesem Falle also, wo die sechs zweitheiligen Factoren 
gleich sind, erhält man das Product derselben, 
d. i. (o -}- b) 0 weit kürzer, wenn man, wie 
nebenstehend angedeutet, die Zeiger 1, 2 
zur sechsten Classe mit Wiederholung com- 
binirt und jede Form so oft nimmt, als 
ihre leicht zu berechnende Permutationszahl 
angiebt. 

Die Form 111111 oder a 6 enthält sechs 
gleiche Elemente und kommt also nur ein- 
mal vor. Dasselbe gilt von der Form 222222 
oder b 6 . Die Formen 111112, 122222 oder 
a b b, al> b enthalten jede untfcr ihren sechs 
Elementen fünf gleiche, jede Form kommt 



a + b 
c -j" d 
e+f 

g + h 

i -(- k 

l-\-m 

111111 

111112 

111121 

111122 

111211 

111212 

111221 

222222 



In 

alle 



a + b 
a -j- b 
a-\- b 
a -f- b 
a-\- b 
ti + b 



also 



1 . 2 . 3 . 4 . 5. 6 



==6mal vor (§ 10). 



1.2. 3. 4. 5 
Die beiden Formen 111122 und 1 12222 
oder a 4 6*, a 2 6 4 , enthalten jede einmal vier 



111111 =a 6 
111112 = a b b 
111 122 == a*b a 
1 11222 = a 8 6 8 
1 12222 = 
122222 =<z4 5 
222222 == b 6 
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und einmal zwei 
1.2. 3. 4,5.6 6.5 

12.3.4.1.2“!. 2 



gleiche Elemente und jede kommt also 
mal vor. 



Die Form 1 1 1222 = «• b a kommt 
vor, daher: 



1.2. 3. 4.5. 6 6.5.4 . 

1.2.3. 1.2. 3 = 3T2Ti nlal 



1 . Z 1 , M . t I l . Z 

(a-(-6) 6 = a 6 4-6 n 5 b-j- 15 a 4 /> 2 -(-20a 3 6*-f- 15 a 2 A 4 + 6 ab* -\-b % 



27 . 



Aus vorstehendem § ist nun wohl 
klar geworden, dass, wenn man all- 
gemein das Product, aus n gleichen 
zweitheiligen Factoren, d. i. die «te 
Potenz eines Binoms, (a-J-i)", zu ent- 
wickeln hat, darin die nebenstehend an- 
gedeuteten Formen a H ; a n ~ l b ; a M ' 2 /< a ; 
a“ 3 b 3 ;. . . .ab” *; b” zum Vorschein 
kommen müssen und von welchen die 
erste und letzte Form nur einmal vor- 
kommt. Bezeichnen wir die Coeffi- 
'-eienten der übrigen Formen vorläufig 

1 * 3 

mit B, B, B . . . , so hat man : 



1 2 
<i -f- b 
a-\- b 
a + b 

a -f- b 

1 1 1 1 ... 1 1 1 ■= o" 

1 1 1 1 ... 1 12 == «"-‘6 

1111.. . 122 =a"-*Ä* 

1122. . .222 =a s A"- * 
1222. . .222 = ab” 1 

2222 . . .222 = 6 “ 



12 I - K-l 

(a 4- /,)>•=«" +-B . tt"- V-t-B. a*- 2 6*+-+B . ’+/>" 

1 3 

Die noch zu bestimmenden Coefficienten B, B . . . . , welche 
die Binomial-Coelficienten heissen , sind , wie schon bemerkt, 
nichts Anderes, als die Permutationszahlen der Formen, vor 
welchen sie stehen und deshalb leicht zu berechnen. 

Jede Form a“, a u ~ l b &c. enthält n Elemente, indem jede 
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folgende Form ein n verliert und dafür ein /> wieder auf- 
nimmt. 

Die Form a H kommt nur einmal vor. 

Die Form a u '/> enthält n Elemente, worunter n — 1 gleiche, 
daher (§ 10): . 

' 1. 2. 3. 4... (w— 2) («;—!)»_ 

1.2.3. 4. 2)(m — 1) ~ U 

Die folgende Form, u H ~ ' l b-, enthält wieder n Elemente, 
worunter einmal n — 2 und einmal 2 gleiche, daher: 

£ 1 . 2 . 3 . . . (n . — 2) (« — t ) n n .n — 1 

~ t .273. ..(11 — 2) V t . 2 = 1 “. 2 

Allgemein ist der rte Binomial-Coefficient : 

p 1.2.3. . . (?« — /•) {« — r -f- 1 ) (n — r + 2) . . . (« — 1 ) n 

~ l.2.3~7.(n— r)~~. 1 7 2 TT" r 

B = n ( n ~" 0-( w ~ 2 )- • •(« — *•+ 1 ) 

I . 2 .' 3' . .. /• 

Daher, weil 11 eine ganze Zahl ist, ganz allgemein*): 



28 . 

Wir ftigen vorstehender wichtigen Formel noch ein paar 
sich von selbst aufdringende Bemerkungen hinzu : 

1. Die «te Potenz eines Binoms hat allemal n ■+• t Glieder 

2. Die Coefficienten, welche von Anfang und Ende gleich 
weit abstehen, sind einander gleich und man braucht deshalb 



*) Diese zuerst von Newton gefundene Binomialformel, von der wir 
in der Folge zeigen werden, dass sie unter Umständen auch für gebrochene 
und negative Exponenten gültig ist, soll Newton zu Ehren auf seinem 
Denkmal, in der Westminster-Abtei , eingegraben sein; sie ist in der 
That so wichtig, dass man sie mit Recht das Fundament der ganzen 
höhern Mathematik nennt. 

■ . t 
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dieselben nach vorstehender Formel nur bis zum mittelsten Gliede 
zu berechnen und die folgenden nur wieder abzuschreiben. 

3. Ist der eine Theil des Binoms, z. B. b, negativ, so sind 
natürlich alle diejenigen Glieder in der Entwickelung negativ, 
in welchen b in einer ungraden Potenz erscheint. So ist z. B : 

( a — 6) 5 =a 5 — 5 a*b -j- lOa 3 /» 2 — 10o*/< 3 + 5«ö 4 — b b . 

29. 

Aufgabe. Man entwickele nach-de'r Binomialformel folgende 
Potenzen: (u-f-A) 7 ; ( 1 + .r)" ; (.»■ — 1)" ; (« + />)"+’. 



Auflösung. Man hat : 

(n+A) 7 =a 7 +7a»A+21a 5 A*+35a 4 £H^35a»i 4 +21a a 6H-7a6«+6 7 

. .+«->+*» 

(n + *)»+'=«»+i + (»+ 1 )«"/,+ ( 'j + V I i*+ ( ” + * 



30 

Da die Binomialformel: 

(a + /<)" = a" +— i—- „ a H ~ 2 b* -f- . . . + i* 

1 • K 

für jeden Werth von a und b gültig ist, so kommt, wenn man 
u = 1 und b — 1 setzt, (1 + 1)", nämlich: 



n , n.n — 1 , n.n — 1 . . n — 2 

2" = l+,+, n + r o o — 



1 ‘ 1 . 2 -1.2.3 
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und hieraus: 



n , n , n — 1 , n.n 

2 " — | = - 4 - — 

1 ~ 1.2 ' 1 



1 .n — 2 



4- + t 



* 

Zufolge § 12 drückt «las Glied - die Anzahl aller mög- 
lichen Combinationen aus n Elementen zur ersten Classe aus, 
das folgende Glied ~ die Anzahl aller Combinationen zur 

zweiten Classe &c. Es ist mithin die Anzahl aller Combina- 
tionen aus n Elementen zu allen möglichen: ersten, zweiten, 
dritten &e. bis ;/ten Classe = 2“ — 1. 



» 



31. 

Setzt man in der Binomialformel n = l und /; = — 1, so 
kommt (1 — 1)", nämlich: 

o =1 - “ + ”4Lz 1 L_ HJt— 1 n -l + +l 

und hieraus: 



n n.n — 1 , n.n — 1 . n — 2 



— -j — y + ' , “3 — +. . . 4 - 1 



Hier drückt die Summe der positiven Glieder der rechten 
Seite die Aifzahl der Combinationen zu allen möglichen un- 
grade.n und -die Summe der negativen Glieder die Anzahl 
«ler Combinationen aller gradcn Classen aus h Elementen 
aus. Die Anzahl aller ungradcn Combinationen aus n Ele- 
menten ist also immer um eine Einheit grösser, als die An- 
zahl aller graden Combinationen. Dies ist ein merkwürdiges 
Factum «ler Rechnung. Greift man blindlings in einen be- 

^ o 

liebigcn Haufen gleicher Elemente (z. B. gleicher Geldstücke, 
Kugeln &c.), so ist es nach den Regeln der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wahrscheinlicher, eine ungrade als eine grade 
Anzahl in der Hand zu haben. 
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32 

Addirt man die beiden gefundenen Gleichungen: 
n , n.n — 1 , n.n — 1 . n — 2 , 

r+-r; 2 -; 3 - + ■ +; 

n n.n — ln.« — 1 . w — 2 — 

l= l 1 . 2 + t . 2 . 3 ■••+ 1 



so erhält man: 
2 “ 



Oll — l 



n " n.n — 1 . n — 2 
1 ' ' 1.2 . 3 



+ • 



folglich ist die Anzahl der Combinationcn aller ungraden Classen 
aus n Elementen = 2"~ 1 und mithin die aller graden Classen 
— 2«- 1 — l (weil ja, § 31, die Anzahl aller ungraden Classen um 
eine Einheit grösser ist, als die der graden). 



33 . 



Unter den Binomial-Coefficienten unmittelbar auf einander 
folgender Potenzen finden hinsichtlich ihrer Summen, Producte &c. 
mehrere merkwürdige Sätze Statt, wovon wir jedoch nur einen, 
weil für die Folge wichtig, hier aufnehmen. 

Entwickelt man nämlich mehrere auf einander folgende 
Potenzen eines Binoms, z. B. : 

(« -j— b ) 1 = <x "f - b 

(<e -(- b)* = a* + 2ab + b- 

(a -f- V) 3 — a 3 -f- 3 a 3 b + 3 ab 3 -t--/> 3 

(« + bY= a * + 4 a 3 b + + 4 ab 3 + b 4 

(« -f- b ) 5 = a 5 + 5a 4 f> -(- 1 0 a 3 b 3 + 1 0a*6 3 -f- 5 ab* + b 3 

so zeigt sich, dass allgemein die Summe des rten und r + lten 
Coefficienten irgend einer Potenz gleich ist dem r + lten Co- 
efficientcn der nächst folgenden Potenz. Deutet man den 

r 

rten Coefficienten der nten Potenz durch W B, den r + lten 

r4-l t'-Hl 

Coefficienten derselben Potenz durch "B und durch M+4 B den 
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r + lten Coefficienten der n + lten Potenz an, so ist in Zeichen: 

r+1 r r+1 

, »+iß = W B + "B 

Es ist nämlich nach § 27: 

„d _ n . (n — 1 ) . (w— 2 ) . (n — 3 ) . . . (n — r + 1) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . r 



»B = - ( M ~~ 1 )( w ~ 2 ) ( n ~ 3 ) ( n ~ '' + 0 («—'•) 

1.2.3. 4 r ' (r+1) 



Addirt man diese beiden Coefficienten, indem man gleich 
den ersten als gemeinschaftlichen Factor heraussetzt, so ist: 



r r+1 

"ß + "B = 



n.n — 1 .n— 2. . .(n— r + 1)/ n — r\ 

TT2 ts “ v v 1 + r+i) 



n . n — t . » — 2 . . . (n — r+ 1) _ rt + 1 

= 1 7 2 . 3 7 . r 7+1 



n + 1 .n.n — 1 . n — 2. . . (n — r+- 1) 

= 1 . 2 . 3 . 4 77 r+1 

Letzterer Ausdruck ist -offenbar der (r+l)te Coefficient 
von (a + mithin der behauptete Lehrsatz bewiesen. 
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Drittes Buch. 

Arithmetische Reihen höhern Ranges. 



34 . 

• / 

In der Einleitung zur hohem Geometrie ist der hier als be- 
kannt vorauszusetzende Begriff einer veränderlichen Grösse, 
so wie auch der Begriff Function einer veränderlichen Grösse 
gegeben und durch Beispiele erläutert worden (pag. 14). Auch 
ist daselbst schon die Eintheilung aller Functionen in transzen- 
dente und algebraische erwähnt. Wenn nämlich in einer 
Function von x die veränderliche Grösse x als Exponent, 
Logarithmus oderauch alsBogen oder Winkel vorkommt, 
z. B. a x , log x, sin x &c., so heissen solche Functionen trans- 
cendente, alle übrigen dagegen heissen algebraische. 

Die algebraischen Functionen heissen ratiopal, wenn die 
veränderliche Grösse mit keinem Wurzelzeichen oder gebro- 
chenen Exponenten behaftet ist. Ist dies aber der Fall, so 
heissen sie irrational. 

Die algebraischen rationalen Functionen heissen kurzweg: 
ganze Functionen, wenn die veränderliche Grösse darin nicht 
als Divisor vorkommt; ist dies aber der Fall, so heissen sie 
gebro.chene Functionen und zwar echt gebrochen, wenn die 
veränderliche Grösse im Nenner einen höhern Exponenten hat 

ci I btC | CtV ^ 

als im Zähler. So ist z. B. — — „ eine echt gebrochene 



(X hx 2 
a + ßx + yx* 



« + ßx 3 

dagegen eine unecht gebrochene Function. 
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Die ganzen Functionen unterscheidet man ferner nach 
Graden, welche der höchste Exponent angiebt, a -f - bx +• ex * ; 
a-(- c * 2 ; cx s «nd z. B. alle drei vom zweiten Grade. 

Eine Function heisst eine gra-de Function, wenn sie für 
gleiche entgegengesetzte Werthe der veränderlichen 
Grösse vollkommen gleiche Resultate giebt. Solche sind z. B. 
a-^-bx i -\-cx t , cos«, e“*, r* — ,c ä &c., denn ob hierin x = h 
oder x = — h genommen wird, man erhält doch dasselbe Re- 
sultat. Diejenigen Functionen dagegen, welche lür gleiche ent- 
gegengesetzte Werthe der veränderlichen Grösse gleich grosse, 
aber entgegengesetzte Resultate geben, heissen ungrade Func- 
tionen. Solche sind z. B. a.v ■+- bx 3 -J- r.x 3 , sin x &c. 

Wenn schliesslich für keinen endlichen Werth einer ver- 
änderlichen Grösse der Betrag der daraus gebildeten Function 
weder unendlich noch imaginär wird, so heisst die Function 
stetig (continuirlich), sonst unstetig (discontinuirlich).. Un- 
stetig sind z. B. V v* a* -v» — — — weil erstere für alle 

6 y a a » x* x — l 

Werthe von .r„ die kleiner als a sind, also zwischen den 
Grenzen von .r = 0 bis x— -j-a imaginär, die zweite für x = 0 
und die dritte für x = b unendlich wird. 



35. 

Sei nun y irgend eine Function von x; in Zeichen y—<p (x), 
so ist in der hohem Geometrie gezeigt, dass .eine Function 
zweier veränderlicher Grössen, wenn man darin die absolut 
veränderliche sich stetig ändern lässt, eine geometrische Bedeu- 
tung hat, nämlich (im Allgemeinen) irgend eine Linie darstellt. 

Lassen wir nun aber in der Function, y=(p (x), die absolut 
veränderliche Grösse x nicht stetig sich ändern, sondern sprung- 
weise und zwar immer um gleiche Sätze, z. B. x= 1,2, 3, 4. 
und berechnen den jedesmaligen Betrag der Function, so er- 
hält dieselbe eine rein arithmetische Bedeutung. Sie stellt 
dann keine Linie, sondern eine Reihe von Zahlen dar, die 
wie die entsprechende Linie begrenzt sein , oder auch in’s 
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Unendliche fortlaufen, so wie*auch für gewisse Werthe von x 
unterbrochen sein kann. 

. 36 

In geometrischer Hinsicht heisst rp (.r) das Gesetz, nach 
welchem die räumliche Grösse sich bildet und wir wissen, dass 
diese an Gestalt und Eigenschaften dadurch vollkommen be- 
stimmt ist. Eben so kann man in arithmetischer Hinsicht sagen, 
dass durch cp(x) die daraus entspringende Reihe von Zahlen im 
Voraus sammt allen ihren etwaigen Merkwürdigkeiten vollkom- 
men bestimmt ist und die cp (x) deshalb das Gesetz (allgemeine 
Glied) der daraus entspringenden Zahlenreihe nennen, und es 
ist klar, dass jede andere Function von ,r (im Allgemeinen) 
eine andere Reihe von Zahlen giebt, und cp (,r) also auch eine 
unerschöpfliche Quelle von Zahlenreihen darstellt. 

37 . 

Wir können diese Vergleichung der Arithmetik mit der 
Geometrie noch weiter fortsetzen, denn so unähnlich sie in 
jeder andern Hinsicht sind, so haben sie doch in ihrem Zweck 
und Wesen eine gewisse Aehnlichkeit. 

So wie nämlich die höhere Geometrie aus der willkürlich 
aufgeworfenen Function y=cp(x) das darin enthaltene Bild und 
dessen Merkwürdigkeiten darzustellen sucht, so wie auch aus 
einer mechanischen Entstehungsweise oder gegebenen Eigen- 
schaften einer räumlichen Grösse ihr eigentliches (arithmetisches) 
Gesetz aufsucht, aus welchem alle übrigen Eigenschaften, so 
wie die Reetification und Quadratur derselben gefunden werden 
kann, so soll dagegen die Analysis in ähnlicher Weise die in 
der willkürlich aufgeworfenen Function, y = cp{x), enthaltene 
Zahlenreihe, so wie alle ihre Merkwürdigkeiten darstellen und 
umgekehrt, wenn eine auf andere Weise gebildete Zahlenreihe 
gegeben ist, z. B. die mittleren täglichen Thermometer- oder 
Barometerstände &c., das darin herrschende allgemeine Gesetz 
aufsuchen, nach welchem jedes beliebige Glied der Reihe be- 
stimmt, so wie auch die etwaigen Eigenschaften der Reihe, 
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die Summe einer bestimmten Anzahl Glieder &c. , gefunden 
werden kann. 

" * 38 . 

Nichts in der Natur ist gesetzlos, und um die mannich- 
fachen Erscheinungen erklären und Voraussagen zu können, 
kommt es nur darauf an, die Gesetze, naoh welchen die Natur 
wirkt, zu entdecken. Die Forschungen nach Naturgesetzen 
führen aber fast immer auf räumliche Gestalten oder auf Zahlen- 
reihen , in welchen sie liegen. Deshalb gewährt auch die 
Speculation über räumliche Grössen und Zahlenreihen nicht 
allein wissenschaftliches, sondern auch practisches Interesse. 
Die Zahlenreihen sind besonders für die Experimental-Physik 
von grosser Wichtigkeit, weil man durch dieselben eine ver- 
änderliche, aber deshalb nicht zufällige Erscheinung unter einem 
sich immer gleich bleibenden Gesetze aufzufassen sucht. 

Die Betrachtung der Zahlenreihe hat auf manche glück- 
liehe Entdeckung in der Mathematik selbst geführt. Leibnitz 
ist dadurch auf die Erfindung und Begründung der Differential- 
und Integralrechnung gekommen. Ohne lvenntniss der Zahlen- 
reihen würde Babbage seine merkwürdige Rechnenmaschine 
nicht erfunden haben. 



39 . 

Da es unzählige verschiedene Functionen von einer ver- 
änderlichen Grösse und mithin auch eine Unzahl von Zahlen- 
reihen giebt, so ist es offenbar unthunlich, jede besondere 
Zahlenreihe mit einem besondem Namen zu benennen. Wir 
müssen deshalb, um Ordnung zu erhalten, die verschiedenen 
Zitbienreihen in Classen zu bringen suchen, wovon jede eine 
ganze Sippschaft begreift, und hiezu verhilft uns die § 34 er- 
wähnte Eintheilung der verschiedenartigen Functionen. L|enn 
es lässt sich rnutlnnassen v dass Reihen, welche aus einerlei Art 
Functionen entspringen, bei all ihrer sonstigen Verschiedenheit, 
dennoch ähnliche Merkmale besitzen werden. 

Wir betrachten deshalb zuerst die einfachste Art Reihen, 
deren Bildungsgesetz eine ganze Function ist und mithin die 



\ 
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Form: y — a bx + ex* 4- dv' J -f- hat (§ 34). .So wie man 

nun übereingekommen ist, alle Linien, die aus einer ganzen 
Function entspringen, kurzweg parabolische Linien zu nen- 
nen*) und sie nur nach dem durch den höchsten Exponenten 
von x bestimmten Grade zu unterscheiden, so ist man ebenfalls 
übereingekommen, alle aus solchen ganzen Functionen hervor- 
' gehende Reihen kurzweg arithmetische Reihen zu nennen 
und sie bloss nach dem Range ihrer Function zu unterscheiden. 

40 . 

Um das Vorhergehende zuerst durch ein einfaches Beispiel 
zu erläutern, sei: 

y=2.r s — -.•r+ 1. 

Setzen wir für die absolut veränderliche Grösse x nach 

und nach die auf einander folgenden Zahlen 0, 1, 2, 3 

welche zugleich die Zeiger (Stellzahl) der entsprechenden 
Glieder andeuten, so erhalten wir folgende Reihe, welche der 
gegebenen Erklärung zufolge eine arithmetische Reihe dritten 
Ranges ist: 

o i 2 3 4 ö 

1, 2, 15, 52, 125, 246 

\ 

Betrachten wir nun diese Reihe, so scheint auf den ersten 
Blick dje grösste Unregelmässigkeit darin zu herrschen. Gleich- 
wohl wissen wir, dass kein blinder Zufall die Glieder derselben 
zusammengewürfelt hat, vielmehr jedes derselben nach einem 
und demselben Gesetze 2x 3 — .r+ 1 entsprungen ist wvd 

dass Jeder, der dieses Gesetz kennt, im Stande ist, jedes an- 
dere Glied sofort zu bestimmen. Wollen wir z. B. das zehnte 
Glied , so ist dieses = 2 . 10 3 — 10 + 1 = 139 1. Dieser Reihe, 
so wie allen übrigen arithmetischen Reihen sind offenbar mir 
willkürliche Grenzen zu setzen, d h. wir können sie beliebig 



*) Die gewöhnliche l’arabel ist als specieller Pall darin enthalten. 
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weit fortsetzen und zwar nach beiden Seiten, denn setzen wir 
statt x auch nach und nach — 1, — 2 ... so erhält man: 

. . . . —3 —2 -1 o 1 2 s 4 . . . . 

-50, -13, 0, 1, 2, 15, 52, 125 

Und eine solche nach beiden Seiten unbegrenzte Zahlenreihe 
könnte, im Fall sie das Gesetz irgend einer veränderlichen 
Naturerscheinung darstellte, ein Bild der Zeit sein. Von einer 
bestimmten Epoche aus könnte man sowohl vorwärts als rück- 
wärts schauen und sehen, was war, ist und sein wird. 



41. 

Man kann aus dem bekannten Gesetze einer arithmetischen 
Reihe durch eine leichte Umformung ein anderes von gleichem 
Range für dieselbe Reihe ableiten, nach welchem jedes beliebige 
Glied derselben zum ersten wird. Die Function 

y = 2.r s — x 1 (i) 

giebt die Reihe: 

— 2—10123 4 

. . . —13, 0, I, 2, 15, 52, 125... 

in welcher 2 das erste Glied ist, indem für x— 1, y — 2 wird. 

Um nun für dieselbe Reihe das Gesetz zu erhalten, nach 
welchem nicht 2, sondern 15 als erstes Glied erscheint, braucht 
man nur in Gleichung (i)#-|- 1 statt x zu setzen, so erhält man: 

^ = 20r+l)* — (*+l)+ 1 (t) 

denn setzt man in (a) = 1, so kommt offenbar dasselbe, als 
wenn man in (i).e==2 setzt &c. Die Gleichung (ä) oder, in- 
dem man die Klammern auflöst, die Gleichung: 

y — 2x 3 ■+- 6.® a -f 5.r + 2 

\ 

giebt nun für ;r=0, 1, 2..., y= 2, 15, 52... Soll in obiger 
Reihe 52 das erste Glied sein, so . würde man in (i) x + 2 

Lübtxm's Analysia. 3 
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statt x, und wenn t das erste Glied sein soll, x — t statt x 
setzen &e. (Vergl. : Höhere Geometrie § 68.) 

42 

Liegt nun irgend eine gesetzmässige Reihe von Zahlen vor 
uns, so können wir aus derselben sogenannte Differenzreihen 
bilden, indem wir jedes Glied von dem nächstfolgenden ab- 
ziehen. Die auf einander folgenden Differenzen bilden dann 
eine andere Zahlenreihe, welche die erste Differenzreihe heisst. 
Mit dieser können wir dann eben so, wie mit der gegebenen 
oder sogenannten Hauptreihe verfahren und erhalten dann 
die zweite Differenzreihe &c. 

Sei z. B. das Gesetz oder allgemeine Glied der Hauptreihe 



y = 


2 . 1 * — ar+ 1 


9 






so ist die 


i 


2 3 


4 


5 


6 


Hauptreihe 2, 


15, 52, 1 


125, 


246, 


427 


I. Differenzreihe. . 


13, 37, 


73, 


121, 


181 


II. 


24, 


36, 


48, 


60 


III. 


43. 


12, 


12, 


12 



Es ist klar, dass alle Differenzreihen durch die Hauptreihe 
im Voraus bestimmt, und wenn auch nach andern Gesetzen 
gebildet, so doch gesetzmässig sein werden und dass die 
Gesetze (allgemeinen Glieder), nach welchen sie entspringen, 
aus dem Gesetze für die Hauptreihe sich müssen ableiten lassen. 
Um z. B. aus dem allgemeinen Gliede, der Hauptreihe des 
vorigen §, nämlich : 

y — 2x s — x 4- 1 

das allgemeine Glied der ersten Differenzreihe, welches wir 
mit A y bezeichnen wollen, zu finden, überlege man die Sache 
so: Subtrahirt man das erste Glied der Ilauptreihe von dem 
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zweiten, so erhält man das erste Glied der ersten Differenz- 
reihe. Subtrahirt man das zehnte Glied der TIauptreihe vom 
elften , so erhält man das zehnte Glied der ersten Differenz- 
reihe &c. Setzt man also in dem allgemeinen Gliede der 
Hauptreihe 2* s — x- 1- 1 einmal x— 100 und dann *=101 und 
subtrahirt das erste Resultat vom zweiten, so erhält man offen- 
bar das hundertste Glied der ersten Differenzreihe: 

== 2. 101 3 — 10*1 + t — (2. 100»— 100 -b l) 

und wenn man statt 100 und 101 ganz allgemein x und ar-)-l 
setzt, so erhält man offenbar das *te (allgemeine) Glied der 
lsten Differenzreihe, welches wir mit Ay bezeichnen, so 
dass also: 

Ay = 2 (.* + 1) ® — (* -J- 1)+1— (2* s — * + 1) 

oder, die Klammern aufgelöst: 

A y = 6* 2 -J- 6.« + 1 

das allgemeine Glied der ersten Differenzreihe. Diese ist also 
wieder eine arithmetische Reihe und zwar von einem Range 
niedriger. Setzt man hierin * = 1,2, 3. . ., so kommt die Reihe: 
13, 37, 73. . . 

Da man nun offenbar auch allgemein das xte Glied der 
zweiten Differenzreihe erhält, wenn man das xte Glied der 
ersten Differenzreihe voija x -\- lten subtrahirt, so ist, indem 
wir das Resultat mit A 2 y bezeichnen: 

A s y — 6 (.r 1 ) 2 -|- 6 (* -f- l) + 1 — (6** +- 6* + l). 

Es ist also 

A*y — 12* + 12 

das allgemeine Glied der zweiten Differenzreihe, welche also 
wiederum von einem Range niedriger, nämlich vom ersten 
Range, also eine gewöhnliche arithmetische Progression ist. 
Setzt man *==1,2,3..., so kommt die Reihe: 24, 36, 48... 
Subtrahirt man wieder das .rte Glied der zweiten Differenzreihe 
vom * + lten, so erhält man das allgemeine Glied der dritten 
Differenzreihe, nämlich : 

3 * 
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AV = °- «+12 = 12. 

Diese Betrachtungen führen uns auf folgenden merkwür- 

o o 

digen Satz: 

© 

44 . 

Lehrsatz. Jede arithmetische Reihe vom nten Range 
giebt immer n und nur n Differenzreihen. Unter den Gliedern 
der «ten DifFerenzreihe giebt es nämlich keine. Differenzen mehr, 
sie sind alle einander gleich und zwar gleich der vollen Per- 
mutationszahl aus dem höchsten Exponenten der veränderlichen 
Grösse, multiplicirt mit dem constanten Coefficienten, womit die 
höchste Potenz im allgemeinen Gliede behaftet ist. In Zeichen, 
wenn : 

y = A.r" + B.ri> + -}- T 

das allgemeine Glied der Ilauptreihe und n der grösste Exponent 
ist, so hat diese Reihe, was auch die übrigen auf das höchste 
Glied A.r" folgenden niedrigem Glieder sein mögen , immer n 
Differenzreihen und in der nten (letzten) Differenzreihe ist jedes 
Glied — 1 . 2 . 3 . 4 . . . . » . A. 

Beweis. Subtrahirt man das .ite Glied vom x lten, so 
erhält man das ,«te (allgemeine) Glied der lsten Differenzreihe, 
nämlich : 

A,y= A(.r -j- 1 )" + B(.r + 1 )p+ + T— (A.r" + Ba-'' + +T) 

oder entwickelt (weil [§ 29] («+ l) , ‘ = .r" + «.r* 1-1 + ....) kürzer: 
A y = nAx H ~ x -f B,.i ,,_ 2 -{- . . . . + T,. 

Die hier auf das höchste- Glied, n. A.? J,_1 , folgenden niedri- 
gem Glieder B,a" 2 &c. brauchen wir für die Beweisführung 
nicht zu kennen, indem sie (weil zuerst herausfallend) auf die 
fragliche allerletzte Differenzreihe keinen Einfluss haben können. 

Aus dem gefundenen höchsten Gliede n. Ax n ~ l des Gesetzes 
für die erste Differenzreihe könnte man nun auf dieselbe Weise 
das höchste Glied des Gesetzes für die zweite Differenzreihe 
ableiten. Man sieht aber leicht, dass man dies viel kürzer 
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erhalten kann. Denn so wie aus dem höchsten Gliede für die 
Ilauptreihe, Aar" p . . . . p T, das höchste Glied der ersten Dif- 
ferenzreihe entspringt, indem man den Coefficienten A mit dem 
Exponenten der veränderlichen Potenz rnult iplicirt und diese 
Potenz um eine Einheit verringert, nämlich: so muss 

offenbar aus diesem höchsten Gliede für die erste Differenzreihe, 
indem wir nur diesen Schluss wiederholen, das höchste Glied für 
die zweite Differenzreihe entspringen, nämlich : ( n — 1 ) . wA.r"-' &c. 
Mithin ist: 

A 2 ij = (n — 1) . «Aar"' -2 p B 2 a*~ 3 P .... 

A 3 y = («— 2) . («— 1) ..«Aar’*- 3 p 

A ,0 y = («— 9) (« — 8). . . . (n — 1) wA.e ,l_10 p . . . . 

Ä"~ l y = 2.3.4. . .(«— l)«AarpT„_i. 

Es ist also 2.3.4.... ( n — 1) wAy p T„_i das allgemeine Glied 
der (« — l)ten Differenzreihe, indem wir mit T„_i den etwaigen 
constanten Theil bezeichnen. 

Subtrahirt man nun schliesslich das .cte Glied der (n — l)ten 
Differenzreihe vom arp lten, so erhalten wir das arte Glied der 
«ten Differenzreihe, nämlich : 

A n y = 2.3.4. . . .nA^piJpT«-!— (2.3.4... .«Aar pT w _!) 

A’ty = 0.arP f .2.3 («— 1)«A. 

Da nun dieses allgemeine Glied für die //te Differenzreihe 
kein x mehr enthält, indem für jeden Werth von x=. 1,2,3 . . .. 
doch immer 0.ar=0 ist, so ist klar, dass jedes Glied der «ten 
Differenzreihe =1.2.3.... «A ist, wie der Lehrsatz behauptet. 

45. 

Der vorstehende Lehrsatz lässt sich noch allgemeiner so. 
aussprechen : *) 



*) Dieser und der folgende 46ste § hängen mit dem Folgenden nicht 
zusammen und köunen deshalb auch überschlagen werden. 
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Setzt man in einer ganzen Function y = Ax" -J-. . . . -t-T, für 
die veränderliche Grösse x erst einen ganz beliebigen Werth, 
den wir mit x 0 bezeichnen wollen und dann immer um eine 
ganz beliebige Grösse, A, mehr, d. h. setzen wir Btatt x nach 
und nach *o> - r o + A, .r 0 -j- 2 A, <r„ + 3A. . . . (so wie auch ab- 
nehmend x 0 — A, x 0 — 2A. . . .), so erhält man eine arithmetische 
Reihe, welche n Differenzreihen giebt In der «ten (letzten) 
Differenzreihe ist dann jedes Glied = 1 .2.3. . . .nA./i".*) 

Nennen wir hier die Glieder der Hauptreihe, welche für 
x— x 0 -j- 0 . A, —x 0 -f A, — x 0 + 2/i . . . . entspringen, das Ote, lste, 
2te Glied &c., so erliält man offenbar das rte Glied der ersten 
Differenzreihe , wenn man das rte Glied der Hauptreihe vom 
r+ Iten subtrahirt. Um nun die allgemeine Richtigkeit des be- 
haupteten Satzes einzusehen, setzen wir in das allgemeine Glied 
der Hauptreihe: 

y = Ax“ + B.rP -)- + T 

statt x einmal x + A und einmal x, und subtrahiren das letztere 
Resultat vom ersteren, so hat man für das .tte (allgemeine) 
Glied der lsten Differenzreihe den Ausdruck: 

A y = A (x + A)» + ß( * + A)p + ...,+T— ( A *» + BxP +....+T) ( i ) ; 

denn setzt man hierin nach und nach x^ -j-A, x 0 -\-2h . . . . statt x, 
so ist das so viel, als wenn man das erste Glied der Hauptreihe 
vom zweiten, das zweite vom dritten, .... subtrahirt und inan 
erhält also das erste, zweite .... Glied der ersten Differenzreihe, 

*) Sei zur Erläuterung x 3 das allgemeine Glied und x« = 3, h — 2, 
setzen wir also statt x nach und nach 3, 5, 7, 9 . . . so kommt: 

- 3 — 2—10 1 2 3 4 

Hauptreihe —27, —1, 1, 27, 125, 343, 729, 1331 

26, 2, 26, 98, 218, 386, 602 

—24, 24, 72, 120, 168, 216 

48, 48, 48, 48 

und in der dritten (letzten) Differenzreihe ist jedes Glied, wie behauptet, 
= 1.2.3.2 J «=48. 
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welche inan mit A»/i, Ay 2 . . . . bezeichnet. Der Ausdruck ( 1 ) 
«riebt nämlich für jr = .r 0 -f- A; 

A^=A(a- 0 1 2A)“-(-B( J - 0 + 2/;)f+„. \ T-[A( j# +A)«+BU 0 +A)p+....+T] 
und für x = .r 0 + 2 A : 

Ay^A^o f 3A)“+B(a-o+3/0« , +.H T-|A(* 0 -|-2A)'‘+B(;r 0 + 2AF-K+T] 

Reduciren wir den obigen Ausdruck (i) auf seine kürzere 
Form, - indem wir die Klammern auflösen, so ist: 

A y — n A h . *«-> -|- Bi*" -2 -f- . . . . + Ti 

Man sieht also , dass das allgemeine Glied für die erste 
Differenzreihe von einem Range niedriger ist, als das der Haupt- 
reihe. Wollte man dies allgemeine Glied genau kennen, so ' 
müsste man alle auf das höchste Glied tiAh.x"~ l folgenden 
niedrigeren, hier nur angedeuteten Glieder wirklich berechnen. 
Für die Beweisführung unseres Satzes ist dies aber nicht nöthig, 
weil sie auf die /«te (letzte) Differenzreihe keinen Einfluss haben. 

Durch ein ähnliches Raisonncment , wie in § 44, ergeben 
sich nun die allgemeinen Glieder der 2ten, 3ten....nten Dif- 
ferenzreihen, nämlich : 

A *y = (« — 1 ) «A/t* . x"~ 2 + . . . . 

A s y == (« — 2) (n — 1) tiAJi 3 x“~ 3 -f- .... 

A "-ty = 2.3.4.... nAA"- 1 . x l + T„_j 
A M y = 1.2.3 «A/t". 



46 . 

Aus vorstehendem Satze folgt, dass, wenn man aus einer 
arithmetischen Reihe beliebig viele Glieder in gleichen Inter- 
vallen herauswirft, die übrigen Glieder dennoch eine arithmetische 
Reihe von demselben Range bilden. 
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Denn denkt man sich eine arithmetische Reihe gebildet, 
indem man in ihrem allgemeinen Gliede x 0 , x n -\-h, x 0 -\-2h &c. 
statt x setzt und nimmt aus der Reihe zwischen je zwei Glie- 
dern eins weg, so kann inan sich die restirende Reihe aus 
demselben allgemeinen Gliede entstanden denken, indem man 
statt x nach und nach x 0 , x„ -J- 1 . 2 A, x 0 + 2 . 2A . . . . und wenn 
man in gleichen Intervallen zwei Glieder weglässt, x 0 , .r 0 +1.3A, 
*o+2 .3 A. . gesetzt hat &c. 

Ist z. B. x 2 das allgemeine Glied, x 0 = 3 und A=l, so 
hat man die Reihe: 

0 1 2 3 4 0 6 7 

s * «w* V / -w* W 

....9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144 

* 

Lässt man vom Oten Gliede an zwei Glieder ausfallen, 
so kommt die Reihe: 

9, 36, 81, 144 

27, 45, 63 

18, 18=1. 2. 3* 

47. 

Aufgabe. Es sind so viele Glieder einer arithmetischen 
Reihe gegeben, dass der Rang derselben dadurch bestimmt 
werden kann; z. B. : 

— 13, 0, 1, 2, 15, 52, 125 

Man soll das allgemeine Glied derselben finden. 

Auflösung. Die Reihe giebt drei Differenzreihen, nämlich : 



13, 1, 1, 


13, 


37, 


73, 


121 


—12, 0, 


12, 


24, 


36, 


48 


12, 


12, 


12, 


12, 


12 



und da nun bestimmt ist, dass die fragliche Reihe eine arith- 
metische sein soll, so muss das allgemeine Glied derselben 
nothwendig eine ganze Function vom dritten Grade sein, deren 
allgemeine Form: > 
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y — ax 3 +- bx * +- cx + d ( 1 ) 

Zufofge § 41 ist es gleichgültig, welches Glied. in der Haupt- 
reihe als das erste angenommen wird. Wir wollen deshalb 
das Glied 2 als erstes nehmen, mithin 1 als Otes Glied. Dann 
müssen die in Gleichung (i) zu bestimmenden Coefficienten 
a, b, c, d offenbar so beschaffen sein, dass für x=0, 1, 2, 3. . .. 
y = 1, 2, 15, 52. . . . wird. Dies gäbe dann zur Bestimmung von 
er, b, Cj d vier Bedingungsgleichungen. Da aber jedes Glied der 
letzten Differenzreihe = 12, und, zufolge § 44, 1.2.3a = 12 ist, 
12 

so ist a = — — - = 2, und da ausserdem für x — 0, y = 1 sein 

muss, so ist (weil für x == 0 die drei ersten Glieder in ( t ) auch 
= 0 sind) d — 1 , und wir brauchen Itlso , um auch noch die 
Coefficienten b und c in dem schon näher bestimmten allge- 
meinen Gliede: 

y = 2a; 3 -j- bx 8 + cx -|- 1 

zu finden, nur zwei Bedingungsgleichungen aufzustellen. Nun 
muss für x — 1, y— 2 sein, daher: 2 = 2+ 6-+c+l 
' „ x = 2, y=lh „ „ 15=16+46 + 2e+- 1 

Hieraus folgt: 6 = 0 und c = — 1. (Algebra § 164.) ' 

Mithin ist das gesuchte allgemeine Glied der vorgelegten 
Reihe : 

, / =2.i'S — x + 1 

Soll nicht 2, sondern 1 das erste Glied sein, so ist das 
allgemeine Glied (§ 41): 

i ,=2(;-i) 3 -(*-i) + i 
oder y = 2x 3 — 6.i- 2 -+ 5,r. 

Aufgabe. Man sucht das allgemeine Glied der arithmeti- 
schen Reihe: 13, 73-jf, 243, 604|. . . ., in welcher ^ das Ote, 

| das erste Glied ist &c. 

Antwort. Man findet y = x i — -jj.r ä + 
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Eben so findet man 9 a* und - - - als die allgemeinen 

Glieder der arithmetischen Reihen: 9, 36, 81, 144 .... und 0,001 ; 
0,008; 0,027; 0,064; 0,125..., worin 9 und 0,001 die ersten 
Glieder sind. 

48 . 

Aufgabe. *) Aus den Anfangsgliedem der Hauptreihe und 
sämmtlicher Diflerenzreihen das allgemeine Glied der Hauptreihe 
zu finden. 

Auflösung. Um eine allgemeine Formel und eine bequeme 
Zeichensprache zu eHialten , wollen wir die den Zeigern 
0, 1, 2....X entsprechenden Glieder der Hauptreihe mit y 0 , 

//i, 1/2 ■ • ■ -!/x bezeichnen, so dass y 0i y lt y g . . . . das Ote, lste 

Glied bedeutet. Eben so soll A*/o, A^.-.-das Ote, lste 

Glied der ersten Differenzreihe und A 2 // 0 , A *yt das Ote, 

lste. . . . Glied der zweiten Differenzreihe bedeuten &c., so dass 
also: 

0 12 3 ^ * .... 

y 0 \.Vi Ui ’h y* y * 




die Hauptreihe und ihre sammtlichen Diflerenzreihen bedeuten. 

*) Dieser und der folgende 49ste §, so wie auch § 50, 2, können so 
lange ungelesen bleiben, bis darauf zurückgewiesen wird. ' 
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Nach den festgesetzten Begriffen ist nun: 



,'/i ~ -.'/o = A.'/o 
.'/* — yi = Ayi 
.'/s — .'/* = Ay 2 



A/a — A y 0 = A*y 0 
A^ a — Ay, = A^i 
Ay s — Ay 2 = A 2 y 2 



A *y, - A 2 y 0 = A 3 y 0 
A 2 y 2 — A 2 y, = A 3 y, 
A 2 y 3 — A 2 y 2 = A 3 y 2 



Aus dem zweiten und dritten System vorstehender Glei- 
chungen folgt: 

A'/i — A.y 0 + A *y o A 2 yi = A 2 y 0 4- A 3 y 0 

A// 2 — A//x 4- A 2 //, A 2 // g = AVx + A 3 y t 

Das Zeichen A ist nun zwar ein blosses Symbol (keine 
Grösse), wenn man es aber in rein formeller Hinsicht als Factor 
betrachtet, so leuchtet ein, dass man letztere Gleichungen auch 
aus folgenden: 

A»/i = A (y 0 4- Ay 0 ) A*y, = A(Ay 0 4- A*y«) 

Ay* = A(y, 4- Ay,) A 2 y 2 = A(Ayi 4- A 2 y,) 

entstanden denken kann. Denn wird das Zeichen A formell 
als Factor behandelt, so erhält man, nach Auflösung der Klam- 
mern, die vorhergehenden Formen richtig wieder. Dies fest- 
gehalten, folgt nun aus dem ersten System der Gleichungen 
nach und nach: 

!h = .'/o + Ay 0 

y* *=yi 4- Ayi — y« 4- A" rt 4- A (y 0 4- Ay 0 )*) 
oder: y 2 =y 0 4- Ay 0 4- Ay 0 4- A 2 y 0 
y* = y« 4- 2 A//o 4- A 2 y 0 

ferner : y s =y* 4- Ay*=y 0 4- 2 Ay 0 + A 2 y 0 4- A(y 0 4- 2 Ay 0 + A *y 0 ) *) 
y 3 *=yo 4- 3A.'/o 4- 3A 2 y 0 4* A 8 y 0 

*) Es wurde nämlich für t/t sein Werth aus der vorhergehenden 
Gleichung substituirt und für A</i derselbe Werth mit dem Vorgesetzten 
Zeichen A als Factor behandelt &c. 
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Man sieht nun leicht, dass man jedes folgende Glied, z. B. 
y 4 , erhält, wenn man von der Entwickelung des nächst vor- 
hergehenden das erste Glied abschreibt, dann nach und nach 
jedem Gliede das Zeichen A (als Factor behandelt) vorsetzt 
und zum folgenden addirt, wodurch dann in der Entwickelung 
irgend eines Gliedes, z. B. y*, vermöge § 33 die Binomial- 
Coefficienten der aten Potenz eines Binoms zum Vorschein 
kommen müssen. So ist z. B. : 

Vi = .'/o + A" 0 

!h = i/a + 2 A >jo + A ! .'/o 

//s = L/o + 3A t '/o + 3A*,'/o + A 3 ^o 

>U — y<> + 4A//o f 6 A Vo + 4 A 3 y 0 +■ A 4 (/o 

. , x .x — 1 . , . x.x — 1 .x — 2 . , 

y* = yo + -’A.'/o P J- 2 ~ A 7 /o + -j <2 — 3 _ A7/0+ — 

49. 

Vorstehende allgemeine Formel kann vortheilhaft benutzt 
werden, um darnach das allgemeine Glied einer gegebenen 
arithmetischen Reihe, z. B. von 

2, 15, 52, 125, 246 

zu finden, indem man zuerst die Anfangsglieder ihrer Differenz- 
reihen sucht: 



13, 37, 73, 121 

24, 36, 4S 

12, 12 



Hier hat man also: y„ = 2, A y 0 =l 3, A 2 y 0 — 24, A 3 </ 0 = 12, 

A Vo = 0. 

Daher ist: 

i l 



„ . . x.x — 1 „ . x.x — l.j: — 2 

, Vx = 2 +*.13+ — y.24 + j-- 2 - ; 3 .12 



y = 2 + öx -f- 6x* + 2.«* 

Setzt man hierin x - 0, 1, 2, 3. . . ., so kommt die obige Reihe. 
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Soll nicht, wie nach der allgemeinen Formel hier ange- 
nommen werden musste, 2 das Ote, sondern das lste Glied 
sein, so setze man in dem gefundenen allgemeinen Gliede nur 
x — 1 statt x, so ist : 

y — 1 — x -j- 2ar 3 . 



50. 

Aufgabe. Es ist eine arithmetische” Reihe, z. 13. diese: 

2, 15, 52, 125, 246 

gegeben, man sucht eine allgemeine Formel, nach welcher man 
die Summe beliebig vieler Glieder bestimmen kann. 

Auflösung. Betrachtet man hier 2 als das erste Glied und 
denkt man sich, wie nachstehend angedeutet, die Summe von 
einem (ersten) Gliede über das erste, die Summe der beiden 
ersten Glieder über das zweite, die Summe der drei ersten 
Glieder über das dritte gesetzt &c. 



Summenreihe. . 


• •2, 


17, 69, 


194, 


440 


Hauptreihe. . . . 


1 


2 3 

15, 52, 


4 

125, 


5 

246 



so erhält man eine Reihe von Zahlen (die sogenannte Summen- 
reihe), welche offenbar wieder eine arithmetische ist, und zwar 
von einem Range höher, als die, deren Summe gesucht wird. 
Denn subtrahirt man die auf einander folgenden Glieder der 
Summenreihe 2, 17, 69. . . ., so muss offenbar als erste Differenz- 
reihe die gegebene Reihe 2, 15, 52.... wieder erscheinen, 
und es ist ein beliebiges ates Glied der Summenreihe = der 
Summe von x Gliedern der Hauptreihe. Man braucht also nur 
das allgemeine Glied der Summenreihe zu suchen. Dies kann 
nach § 47 durch die Methode der unbestimmten Coefficienten 
oder auch nach der allgemeinen Formel § 48 geschehen. 

1) Nach der ersten Methode schliessen wir so: Da die 
gegebene Reihe, 2, 15, 52. . . . vom 3ten, also die Summenreihe 
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2, 17, 69.... vom 4ten Range ist, so muss ihr allgemeines 
oder das sogenannte summatorische Glied in folgender Form 
enthalten sein: 

y == ax* + bx 3 + ex 3 -(- dx + e. 

Soll nun 2 das lste Glied bedeuten, so müssen die Coefficienten 
a, b, c, d, e so beschaffen sein, dass, wenn wir in vorstehender 
Form x— 1, 2„3. . . . setzen, y — 2, 17, 69. . . . wird. Hieraus 
könnten wir zur Bestimmung der Coefficienten «, b, c, d, e fünf 
Bedingungs-Gleichungen bilden. Wir haben jedoch an drei 
genug, indem wir a und e kennen. Weil nämlich jedes der 
gleichen Glieder der letzten Differenzreihe = 12 ist, und 
1 . 2 . 3 . 4a== 12, so ist a=£, und weil von der Summenreihe 
die lste Differenzreihe 2, 15, 52.... sein soll, so muss noth- 
wendig das Ote Glied der Summenreihe = 0 sein. Es muss 
also auch, weil das allgemeine Glied für # = 0, y = 0 geben 
soll, nothwendig e — 0 sein. Das gesuchte allgemeine Glied ist 
also näher bestimmt: 

y = ^.r 4 -j- bx 3 -f- ex* + dx. 

Da nun, wenn wir x— 1,2,3 setzen, y — 2, 17, 69 sein muss, 
so ist: 

17 = + Sb + 4c + 2d 

69 = V + 27 b + 9c + 3rf 

hieraus: b= 1, c = 0, d—\\ mithin ist: 

y = + X 3 + 

setzt man hierin «= 1, 2. . . . 1000 &c., so hat man die Summe 
von ein, zwei. . . . tausend Gliedern der Reihe 2, 15, 52. . . . 

2) Will man von der Summenreihe: 

1 2 3 

, o, X 17, 69 ... . 

das allgemeine Glied nach der Formel: 
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. . x.x — 1 . x.x — \.x — 2 

y = % + x-&'Jo + t 2 A*yo + - t ^ — jj-Atyo + .... 



bestimmen (§ 48), so ist hier: y 0 = 0, A»/ 0 = 2, A% = 13, 
A s //o — 24 > AVo — 12 , AVo = °» mithin: 



x.x — 1 



$=0+*.2+ r -y.l3f J 



x . x — t . x — 2 



■ 24-1- 



x . x — 1 . x — 2 . x — 3 
1 . 2 "7 3 . 4 



. 12 



x* , 3 x 

y = 2 + * + 2 



51 . 

Um anzudeuten, dass die Reihe, welche aus einer Function 
von x entspringt, indem man darin x== 1, 2, 3. . . . setzt, summirt 
werden soll, setzt man vor die Function das Zeichen .S. So 
ist z. B.: 



—(2a; 9 — «+ 1) = ^a: 4 +** + $*= -y(jr* + 2a: 2 + 1) 



* I(x) =1 + 2-1-34-... ■4-^=- 1 -‘y- 
2(**) = 1 + 2* + 3* + . . . . + a ; 2 = *j ( * + 1 2 (2?jt 3 1 - 
S(x») = 1 4- 2 9 4 - 3 9 + . . . . 4-a s - " 

»5 7* 4 «S <M 

v ( , 4 )= , + 2 4 + 3 4 +. . . +* 4 =y + y + y-^ 

Von den drei letzten Formeln wird in einigen Lehrbüchern 
der Mechanik Anwendung gemacht. Eine allgemeine Formel 
für —(V 1 ) abzuleiten, halten wir nicht für practisch wichtig. 
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Viertes Buch. 



Yon den figurirten Zahlen. 

52 . 

Bildet man aus der Reihe der auf einander folgenden natür- 
lichen Zahlen 1, 2, 3 , .n die Summenreihe, nämlich: 



1, 

o 



3 , 



o 

00 



6 , 10 , 



o 

00 

000 



15. 



9 

0 0 • 
000 
0000 



n.(n-f- 1) 
’ 1 . 2 ' 



so entstehen die sogenannten dreieckigen Zahlen, weil, wenn 
man sich Kugeln von gleichem Durchmesser denkt, die Ähzahl, 
welche jedes Glied der Reihe darstellt, sich in einer Ebene so 
an einander legen lassen, dass immer ein gleichseitiges Dreieck 
entsteht. Die Richtigkeit folgt unmittelbar aus der Reihe 1 , 2, 3.... 
An n Kugeln kann man n — 1 legen, an diese wieder n — 2 &c. 

Aus demselben Grunde nennt man die Quadratzahlen auch 
wohl viereckige Zahlen.*) 

1, 4, 9, 16.. n* 



Beiderlei vieleckige Zahlen sind offenbar arithmetische 
Reihen zweiten Ranges. 



*) Es giebt übrigens noch viele andere Zahlenreihen, welche, jedoch 
unpassend, figurirte Zahlen (Polygonalzahlen) heissen, aber keinen prac- 
tischen Nutzen haben. 
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53 

Bildet man aus den Reihen der dreieckigen und viereckigen 
Zahlen die Summenreihen, welche also vom dritten Range sein 
müssen und deren allgemeine Glieder, nach § 50, leicht zu 
finden sind, so erhält man die sogenannten dreieckigen und 
viereckigen Pyramidalzahlen, nämlich: 



1, 4, 10, 20, 35.. 
1, 5, 14, 30, 55.. 



n . »t + 1 . n-\- 2 
‘ 1 2 V 3 

n . Ti -{“ 1 . 2n -f- 1 
‘ 1 . 2 ' 3 



Der Name rührt daher, weil sich aus Kugeln von gleichem 
Caliber wirklich regelmässige Pyramiden bilden lassen. In der 
Reihe der dreieckigen Zahlen z. B. findet die erste Kugel Platz 
und kommt fest zu liegen auf den folgenden drei. Die hier- 
durch erhaltene dreieckige Pyramide von vier Kugeln kann man ’ 
auf die folgende Schicht von sechs Kugeln gesetzt denken &c. 
Ebenso lassen sich offenbar die Kugeln, welche die viereckigen 
Zahlen darstellen, zu einer viereckigen Pyramide aufschichten, 
wie es auch in den Zeughäusern wirklich geschieht. 



54 . 



Es ist also leicht, die Anzahl Kugeln in einer dreieckigen 
und viereckigen Pyramide zu berechnen. 
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So viele Kugeln nämlich in der untersten Reihe BC liegen, 
eben so viele liegen auch in der schräg aufsteigenden Reihe BS 
und eben so viele Schichten liegen folglich auf einander. Liegen 
also in der untersten Reihe n Kugeln, so hat man nur die 
Summe von n Gliedern der dreieckigen und viereckigen Zahlen 
zu nehmen. Diese ist, wie schon angegeben, für die dreieckige 

ryramide= -- — - — , und für die viereckige =- ^ - — . . 

Sind die Pyramiden nicht voll, jedoch parallel zur untersten 
Schicht abgekürzt, und liegen in der untersten Reihe n, in der 
obersten Reihe m Kugeln, so ist die Zahl der Kugeln in der ab- 

... , . t» -j w.n-l-l.n+2 wi.jw4-1.wH-2 

gekürzten dreis. Pyramide = — ■ - — — 



«.«4 1 . 2 «-f-l 



2 . 3 :Undi " 
. 2wi+l 

”i . 2 :~j- 



der abgekürzten viers.Pyramide=y- : ^ g 

Lägen z. B. in der untersten Reihe der vollen dreieckigen 

20 21 22 

Pyramide 20 Kugeln, so ist die Zahl aller = -- 1 -— = 1540. 

1 O 



55 . 

Ausser in dreieckigen und viereckigen Pyramiden, werden 
die Kugeln auch in länglichen Haufen aufgeschichtet, und es 
ist auch hier leicht, die Anzahl derselben zu berechnen. Liegen 

nämlich in der obersten Reihe 
(Rücken) wi Kugeln, so liegt diese 
offenbar auf einer Schicht von 
zwei Reihen von je m- 1- 1 Kugeln ; 
diese Schicht enthält also 2 (in -J- 1 ) 
Kugeln und liegt wieder auf 
einer Schicht von drei Reihen 
von je ?n+2 Kugeln. Diese dritte 
Schicht enthält also 3 (wi-|-2) Ku- 
geln &c. Liegen also in einer 
Seite eines Seitendreiecks (welches offenbar gleichseitig ist) n 
K*igcln, so besteht der ganze Haufen aus »i Schichten und die 
unterste Schicht enthält n Reihen von je wi-f-n — 1 Kugeln. 




n . (n-(- 1 ) . (3»i -f-2 n — 2) 
1 .2 . 3 
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Die auf einander folgenden Scliichten des ganzen Haufens 
sind also : 

4 

>i w w Ji, 

i n, 2/n + 2, 3/n-f-6> 4?n-(-12, 5w» +-20, . . .n(m + n — 1). 

Diese Reihe ist offenbar eine arithmetische vom 2ten 
Range, das summatorisclie Glied also vom 3ten Range. Mithin: 
s = aa 3 ff-/>« 2 4-cw-|-(i. Weil aber 1 .2.3. a = 2 und zufolge des 
§50 erwähnten Grundes für y <=0 auch 8=0 sein muss, so ist 
<*=■$• und d= 0, folglich näher bestimmt: 



7j3 

8 = — + bn * -j*cn. 

O 

i ‘ 

Die noch zu bestimmenden Coefficienten b, c müssen nun so 
beschaffen sein, dass für n=l, s='m und für «=2, x — 3m 2 
wird. Dies giebt uns die beiden Bedingungsgleichungen: 
m = \ + b c 
. 3m + 2=$ +ib + 2c 
woraus: b = \rn und c=\m — 

Es ist mithin: 



s — ^w 8 + fyrnn 2 + \mn — 
oder : s = ” |2 (n + 1) (n — 1) + 3m (n ff- 1) j 



n.(»ff- l).(3mff-2« — 2) 
1 . 2 " 3 



Anmerkung. Vega giebt für diese Formel folgende leichte 
Gedächtnissregel : Man addire zu dem Rücken des Haufens beide 
mit ihm gleichlaufenden Grundlinien und multiplicire den dritten 
Theil der Summe mit der Anzahl Kugeln eines Seitendreiecks, 

welche Anzahl immer = ist. Diese Gedächtnissregel passt 



(wie schon Vega bemerkt) auch für die dreieckige und vier- 
eckige Pyramide, wo dann aber bei der viereckigen Pyramide 
der Rücken nur eine, und bei der dreieckigen sowohl der 
Rücken, als auch die eine Grundlinie, jede nur eine Kugel hat. 



4* 
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Fünftes Buch. 

Convergenz unendlicher Reihen. 

56. 

Einen Grössenausdruck, welcher nach ganzen und positiven 
Potenzen einer veränderlichen Grösse x fortschreitet, wie: 
a + bx + c.r 8 + dx a + . . . . nennt man die Grundform der 
Analysis, und es ist eine der wichtigsten Aufgaben dieser 
Wissenschaft, alle F unctionen einer veränderlichen Grösse, welche 
diese Form nicht haben, wie z. B. a x , sin x, cos x &c., in die- 
selbe umzuschmelzen, weil man aus dieser einfachem Grundform 
das Wesen und die Eigenschaften der Functionen oftmals deut- 
licher erkennen, so wie auch den Werth der Function für ein 
bestimmtes a> darnach leichter berechnen kann. 

Man kann die Grundform der Analysis, in welcher die 
beständigen Coefficienten a, b, c.... beliebige ganze, ge- 
brochene, positive oder negative endliche Zahlen, Null nicht 
ausgenommen, sein können, gl eichniss weise ein allgemeines 
Zahlensystem nennen, indem in der That jedes besondere darin 
enthalten ist, z. B. das decadische, für welches x— 10 ist, und 
die Coefficienten a, b, c. . . . einen der Werthe 0, 1, 2, 3 bis 9 
haben. So ist z. B. : 

57034 = 4 + 3.10 + 0 . 10* + 7 . 10* + 5 . 10 4 . 

Ferner nennt man die Grandform der Analysis eine Form 
Isten, 2ten .... r/ten Grades, je nachdem der höchste Exponent 
der veränderlichen Grösse t, 2, 3 .... n ist. a + bx oder bx 
ist eine Form Isten Grades, a + bx + cx 8 ; a + bx* sind Formen 
zweiten Grades &c. 
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Dais sich eine Function, welche die Grundform der Ana- 
lysis nicht hat, auf dieselbe bringen lässt, davon bietet schon 
die Newton 'sehe Formel ein vorläufiges Beispiel. So ist z. E.: 

(1 •+• a:) 4 =l -f- 4a; 6a* + 4a:® -f- x*. 

Auf den glücklichen Gedanken aber, alle Functionen auf die 
Grundform der Analysis zu bringen, mögen wohl zuerst die 
gebrochenen Functionen geführt haben,*) die man stets als an- 
gedeutete Divisionen betrachten und durch wirkliche Division in 
solche Reihen verwandeln kann, welche diese Grundform haben. 
Nehmen wir als Erläuterungs-Beispiel die einfache gebrochene 

Function — — - und dividiren, wie es in der Algebra S 321 

gelehrt worden, mit dem Nenner (1— x) in den Zähler (1), so 
ist der Quotient 1, und nachdem man hiermit den Divisor mul- 
tiplicirt und das Product vom Dividendus (1) subtrahirt, bleibt 
x als Rest. Dividirt man abermals in diesen Rest &c., so 
kommt nach und nach: 



nb =t + 



1 ».3 

i + + 

1 — x 1 — x 



Ee ist klar, dass die Ausdrücke rechter Hand, wenn man sie 
einrichtet, alle auf die ursprüngliche Form ( * zurückführen, 
und dass folglich die Zulässigkeit dieser Art Division dadurch 



*) N ieoLKauffmann, auch Mercator genannt, ein Holsteiner, soll 
zuerst auf die Idee der unendlichen Reihen gekommen sein, in welche er 
die gebrochenenFunctionen verwandelte, um sie leichter integriren zu können. 
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gerechtfertigt ist , und dass man auf beiden Seiten gleiche 
Werthe erhalten muss, was für eine bestimmte Zahl man auch 
statt der veränderlichen Grösse x annehmen mag. 

58 . 

Bei solchen Umformungen der Functionen kommt man 
aber in der Regel auf solche gesetz massig fortschreitende 
Reihen, die kein Ende nehmen und deshalb unendliche 
(transcendentc) Reihen genannt werden. Es fragt sich deshalb, 
ob in materieller Hinsicht, d. h. wenn man für die veränder- 
liche Grösse einen bestimmten Werth setzt, der Betrag (Summe) 
der unendlichen Reihe oder vielleicht auch schon ein Stück 
davon dem wirklichen Betrage der Function, wenn auch nicht 
vollkommen, so doch näherungsweise und für die Praxis ge- 
' nügend gleich ist, oder nicht.*) Dies hängt von einem wohl 
zu beachtenden Umstande ab, nämlich: ob die unendliche 
Reihe convergcnt oder divergent ist. 

59 . , 

* • * ( 

Eine gesetzmässige unendliche Reihe, d. h. eine solche, 
deren Glieder nach einem bestimmten Gesetz (allgemeines 
Glied) entspringen, heisst convergent, wenn, wie viel Glie- 
der vom Anfang an man auch summiren wollte, die Summe 
derselben eine gewisse bestimmte Grenze s nie überschreiten, 
sich ihr jedoch immer mehr und mehr nähern kann. Nehmen 
wir z. B. die gesetzmässige Reihe: 

l + i + i + infinitum, 

l * *• * * . *1 * 

deren allgemeines Glied — , so wissen wir schon aus der 



*) Unendliche Reihen kommen schon in der Arithmetik vor, z. B. : 

y 1,4 14 .jedoch kennt man hier das Gesetz nicht, nach welchem 

die Ziffern der Wurzel auf einander folgen. 
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Algebra § 329, dass die Summe immer grösser wird, je mehr 
Glieder man zusammenfasst, dass trotzdem aber die Summe die 
Zahl 1 nie überschreiten kann. Die fragliche unendliche 
Reihe ist mithin convergent und ihre Summe = 1. 

60 . 

Damit eine unendliche Reihe convergent sei, ist offenbar 
nothwendig, dass ihre Glieder, bis zum Verschwinden, immer 
kleiner und kleiner werden. Aber dies Merkmal allein gcuügt 
noch nicht. Denn betrachten wir einmal die Reihe: 

i + ll+i + l + il+!+4 + i+Ä+ri +AI+—.+ »i !+•••• 4- <*, 

deren Glieder bis zum Verschwinden abnehmen. Denken 
wir uns diese Reihe, wie angedeutet (von den beiden ersten 
Gliedern an), in Gruppen von 3, 6, 12, 24, 48 &c. Glieder ge- 
theilt, so ist klar, dass, wenn jedes Glied in einer Gruppe auch 
nur den Werth des letzten darin hätte, dennoch die Summe 
einer jeden Gruppe = \ sein würde. Da nun die Zahl der 
Gruppen unendlich ist, so ist auch die Summe der ganzen Reihe . 
(weil oo . J = oo) unendlich gross , und also die Reihe nicht 
convergent, sondern divergent, d. h. ihre Summe ist unend- 
lich gross, mithin keine bestimmte Summe. 

61 . 

Ein leichtes Kennzeichen, woran man in den meisten Fällen 
die Convergenz einer gesetzmässigen unendlichen Reihe er- 
kennen kann, giebt uns die einfache geometrische Progression: 

a + ax + ax 2 -f- ax 3 + . . , . -f- ax ”~ 1 

I 

Denn bezeichnen wir die Summe von u Gliedern mit s, so ist 
bekanntlich (Algebra § 256): 

0 L t 

ax" — a 
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oder: 




nx" 

-x 



Ist nun der Exponent x — t, so ist für n — ce die Summe 
der unendlichen Progression a + ax -J-aa* ■+■ . a.«.-* 1- *=® . u, 
also unendlich (Algebra § 328), mithin die unendliche Reihe: 

- t 

a -f-aa-+aa; 2 + ... + ... + au" -1 + ... 



für x = 1 divergent, und dies ist sie offenbar um so mehr, 
wenn x^> 1. Ist aber der Exponent ein echter Bruch, also 
x<C 1, so wird für n—<x> in obiger Gleichung, die man auch 
so schreiben kann: 

* a ax H 

8 — -. 

1 — x 1 — x 



der Factor x ra =0*) und die Summe der unendlichen Progres- 



a 

sion == . 

1 — x 



Eine unendliche geometrische Progression, deren 



Exponent ein echter Bruch ist, ist folglich immer convergent. 
Um also zy erkennen, ob eine gesetzmässig fortschreitende 
unendliche Reihe convergent ist, dividire man nur mit einem 
Gliede in das nächstfolgende; ist dann der Quotient ein echter 
Bruch und bleibt für die ganze Reihe immer derselbe , so ist 
diese Reihe offenbar eine geometrische Progression und, wie 
eben bewiesen, convergent, und dies um so mehr, wenn der 
fragliche Quotient immer kleiner wird. Wird aber der Quotient 
immer grösser und zuletzt >■ 1 , so ist die Reihe divergent.**) 



*) Sei *. so ist «)» = (7 ^» = lTo ^+7.^ “ 

* 

**) Die Untersuchungen über Convergenz oder Divergenz solcher un- 
endlichen Keihen, bei welchen der erwähnte Quotient immer grösser und 
zuletzt = 1 wird, führen auf sehr grosse Weitläufigkeiten. Da aber alle 
solche Keihen nur rein wissenschaftliches und kein practisches Interesse 
haben, indem sie, in" den Fällen wo sie convergent sind, doch immer so 
schlecht convergiren , dass man mehrere tausend , ja mehrere Millionen 
Glieder addiren müsste, um die Summe nur bis auf zehn Decimalen genau zu 
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Zusatz. Wenn also in einer unendlichen Reihe (? 0 -|-ff,.r-|-n 2 ;r 8 -l- 
&c., welche nach ganzen positiven Potenzen der veränderlichen 
Grösse x fortschreitet, — und mit solchen Reihen haben wir es 
in der Folge nur zu thun — die Coefficienten o 0 , <r u a 2 . . . 
endliche Zahlen sind, so ist die Reihe für jeden Werth von 
x <C 1 immer convergent. Denn bezeichnen wir den grössten 
Coefficienten mit a und legen allen Coefficienten diesen Werth 
bei, so ist, wie eben gezeigt, die unendliche geometrische Pro- 
gression a + o.r + ax 2 + &c., für x <C 1 convergent, um so mehr 
also die fragliche Reihe. 

62 . 



In § 57 erhielten wir durch fortgesetzte Division: 

— 1 +ar+* 2 + -* 3 + -'- • + p"- 

Setzen wir für die veränderliche Grösse x einen beliebigen 
echten Bruch, so ist für n = <x>, das sogenannte Restglied 

,= 0. Die dadurch hervorgerufene unendliche Reihe hat 

also für x 1 (weil dann convergent) wirklich Sinn, d. h. wir 
können das Restglied weglassen, die unendliche Reihe statt 

ihrer Quelle und umgekehrt setzen , weil für x < 1 die 



1 



Function wirklich die Summe der unendlichen Reihe ist. 

1 — x 



Setzt man z. B. x = ^ &c., so hat man : 



2 = l+ i + i+ i + -- - jnfinitum 

3= 1 + i + j +*+... do. 



63 . 

Jede unendliche Reihe mit regelmässig abwechselnden Vor- 



erhalten, eo können wir alle diese Reihen ganz unbeachtet lassen. Von 
practisch brauchbaren unendlichen Reihen verlangt man immer eine 
so starke Convergenz, dass in der Regel schon die Zusammenfassung der 
zwei, drei oder vier ersten Glieder genügt. (§ 170.) 
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Zeichen, und,dcrcn Glieder bis zum Vers eh winden abnehmen, 
ist immer convergent, so z. B. die Reihe: 






1 



-2n — 1 



Denn hier ist zuvor klar, dass ihre Summe positiv sein muss, 
weil die Reihe sich so schreiben lässt: (1 — i) + Q — -{)-+- 

od “ . 0:2 j.'s +5^+01 + • ' +(,, .-Sj7S=T)l' F "“ r 
ist klar, dass die Summe kleiner, als das erste Glied ist, weil 
immer mehr subtrahirt, als wieder zugelegt wird, oder weil 
die als positiv erkannte Reihe sich auch so schreiben lässt: 
1 — (3— 1 )~(‘ — !)••• Diese Reihe ist mithin convergent. 






64 . 

Wenn zwei nach ganzen Potenzen einer veränderlichen 
Grösse x fortschreitende endliche, oder auch convergent e 
unendlicheReihen:«+A*-|-c , **d-rf« l, -|-..uud f( 4 -^+; , * !, +d« 3 +. . 
für jeden Werth von x gleiche Resultate geben sollen, so 
müssen nothwendig die Coefficienten von gleich hohen Poten- 
zen der veränderlichen Grösse einander gleich sein. In Zeichen: 
wenn für jeden Werth von x 



. « + /<« + ex* + ilx 3 +...== a -f- ftx -+• yx 2 dx 3 + ....( 1 ) 

sein soll, so muss nothwendig sein: 

a — o*i==/?;c = /;rf=d & c. 

Dieser Satz, der in der That an sich so einfach und evident 
ist , dass man ihn wohl nicht mit Unrecht einen Grundsatz 
nennt, lässt sich doch folgendermaassen beweisen. 

Da nämlich die Gleichung (l) für jeden Werth von x be- 
stehen soll, so setze man x — 0 , alsdann werden alle mit x 
multiplicirten Glieder = 0 und cs bleibt dann : <t= a. Lässt 
man also auf beiden Seiten diese gleichen Grössen weg, so 
folgt aus Gleichung (1): ^ ....... 
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hx cx 3 -f- dx 3 + . . . «jftr -f- yx* 6x 3 -f- . . 
oder, indem man durch x dividirt, wo aber, um den vieldeutigen 
Ausdruck g zu vermeiden, x 0 sein muss : 

b cx ■+• + dar 2 -!- • • • 

. . , . . 

Setzt man in dieser Gleichung wieder x=0, so folgt: 6==/?. 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich c — y, d=6 &c. 

Anmerkung. Aus der Gleichung (1) folgt noch: 

(a—a) + (b — ß) x + (c—y) ** + ... = 0. 

Wenn also, eine nach ganzen positiven Potenzen einer verän- 
derlichen Grösse x fortschreitende Reihe für jeden Werth von 
x= 0 sein soll, in Zeichen: 

A + Btf + Gc 2 +D;e 3 +...==0 (*) 

so muss nothwendig jeder Coefficient A, B, C . . . . = 0 sein 
Dieser Satz ist im Grunde derselbe wie der vorhergehende, und 
kann auch eben so bewiesen werden. Denn setzt man in (2) 
x — 0, so folgt A = 0 und cs bleibt: 

- Ba'+ Ca; 2 -l-Da: s -f- . . .= 0 

oder durch x dividirt: 



B + Gr + D** + . . , = 0. 

Setzt man jetzt wieder x — 0, so ist auch B=0 &c. C=0, D=0 . . . 

Zusatz. Es folgt hieraus, dass eine stetige Function einer 
veränderlichen Grösse, x, jedenfalls nur auf Eine Art in eine 
nach ganzen Potenzen von x fortschreitende convcrgente Reihe 
entwickelt werden kann. Denn angenommen, man habe rp (x) 
nach zwei durchaus verschiedenen Methoden entwickelt, und 
es seien: 

a bx -f- cx* -f- dx 3 -f- . . . . 
er -f- ßx -f- yx * + dx 3 -f- . . . . 
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die beiden Reihen und deren beiderseitige Summen, so lange sie 
convergiren, einander gleich, so muss nach dem Vorhergehenden 
nothwendig a — a, b — (i &c. sein. 

Nach dieser Vorbereitung können wir nun zu der Ver- 
wandlung der Functionen in Reihbn schreiten. Man merke sich 
aber, dass, wenn die Reihen, wie fast immer der Fall ist, un- 
endlich (transcendent) werden, dieselben dann, wenn sie Sinn 
haben und ihrer Quelle gleich geachtet werden sollen, noth- 
wendig convergent sein müssen. 
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Sechstes Buch. 

Verwandlung der Functionen in Reihen. 



Recurrirende Reihen. 



65 . 

Hat man eine gebrochene Function, deren Zähler und Nenner 
nach ganzen steigenden Potenzen derselben veränderlichen Grösse 

x geordnet sind, z. B. ^ - | ^ j j j.« und wo das erste Glied 

im Nenner constant ist (kein x enthält), so kann man eine solche 
Function, wie schon § 57 angedeutet, durch fortgesetzte Divi- 
sion in eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschrei- 

* . 2*4-5^ 

tende Reihe verwandeln. So giebt z. B. n — — = 

1 — — 3.r z 

1 — — 3<r* 2-\-bx — 2 — |— or— (— 4.r* — 5a ,5 -(-... 

2+4.r— 6x* 

j— J— 6.tr * 
ar-l-2jr* — 3x 3 

4x 2 +3x 3 
4x 8 -|-8a; 3 — I2x 4 

— 5x 8 -|-t2:r‘ 



Es ist mithin: 

2 hx 



l-h-2# — 3x 



, = 2 +a:-f-4x*— 5x 4 -f-. . . 
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Auf diese Weise, nämlich durch gewöhnliches Dividiren, 
erhält man die Reihe (Quotient) am leichtesten, aber es tritt 
so das Gesetz derselben nicht hervor, nach welchem man sie 
beliebig weit fortsetzen kann. Um dieses zur vollständigen 
Kenntniss der Reihen nothwendige Gesetz zu erhalten, wendet 
man die zuerst von Cartesius angegebene, sogenannte Me- 
thode der unbestimmten Coefficienten an, welche man wegen 
ihrer grossen Fruchtbarkeit und schöpferischen Kraft nicht 
mit Unrecht den Geist der Analysis genannt hat. 

.\ ,’i i <• . : •.'!'( •) ••• ■ 

66 



Da wir nämlich im Voraus überzeugt sind, dass der Quo- 
tient aus „ „ (wenn man, wie angegeben, mit dein 

1 t2* — 3* a v -n o » 

Nenner in den Zähler dividirt) notkwendig eine Reihe geben 
muss, welche nach ganzen positiven Potenzen von * fort- 
schreitet, so kann man sie vorläufig fingiren. Wir setzen 
nämlich: 

2+5* 



1 + 2 *— 3 ** 



= Ao+A,* +A 8 * 2 +A 3 .r» f . 



Um die noch unbestimmten (unbekannten) Coefficienten 
A«, A„ Aj . . . zu bestimmen,*) multiplicire man auf beiden 
Seiten mit dem Nenner der gebrochenen Function, so kommt: 

2+5* = (1+2* — 3* 2 ) (A 0 +A t * +A 2 * 2 + . . .) 

oder die nur angedeutete Multiplication wirklich ausgefuhrt, 
kommt : 



j A u + A, 


*+ A ä 


* 2 + A 3 


*3+ A 4 


+2A 0 


+ 2A t 


+ 2A^ 


+ 2A 3 


1 


— 3A 0 


— 3A t 


— 3A* 



*) Weil für jeden Werth von x der vorgegebene Bruch die Summe 
der ganzen Reihe sein soll, so kann man den ersten Coefficienten A« 
auch dadurch bestimmen, indem man beiderseits x — U setzt, alsdann 
werden alle in x multiplicirten Glieder = ü und es bleibt * —Am. 
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Nehmen wir nun vorläufig an, die in’s Unendliche fortlau- 
fende Reihe rechter Hand sei eonvergent (um das Restglied 
weglassen zu können), so haben wir darauf zu bestehen, dass 
für jeden Werth von x die rechte Seite dasselbe Resultat giebt, 
wie die linke. Dann müssen aber beiderseits die Coefificienten 
von gleich hohen Potenzen von * gleich sein (§ 64). Mithin 
ist (weil man 2 -+• 5.«=2 + 5a:H'0.a:*-f- . . setzen kann): 

4 t . . s- „ • » * w , 

A„ = 2 
A i +2A 0 = 5 
A* +2Ai — 3Ä 0 = O 

oder so geschrieben: 

A 0 — 2 

A, = 5 — 2 A 0 = 5 — 4 = 1 

A 2 = — 2A, +3Ao=— 2 + 6=4 : 

• A s =— 2A il 4-3A 1 =— 8 + 3=— 5 

A*=— 2A S + 3A S = 10 + 12 = 22 
Man sieht hieraus, dass, nachdem die beiden ersten Coeffi- 
oienten A 0 , A, gefunden sind, man die folgenden alle nach einer 
und derselben Regel (A„ = — 2A„_) + 3A„. o) erhält, indem man 
nämlich den nächstvorhergehenden mit — 2 und den vorvor- 
hergehenden mit -f- 3 multiplicirt. Dies ist auch der Grund, 
weshalb man alle durch Division entstehenden Reihen recur- 
rirende (zurücklaufende) nennt, obgleich es eigentlich nicht 
die Reihe, sondern der Rechner ist, welcher recurrirt. Es er- 
hellet wohl leicht, dass die liecursionsregel mit der Anzahl 
der Glieder im Nenner der gebrochenen Function wächst. 

• 67 . 

, • . V / 4 . . ’ .'t 

Die Hauptfragen nun, welche bei einer recurrirenden Reihe 
gestellt werden können, sind folgende drei: 

1) Aus dem erzeugenden Bruch der recurrirenden Reihe 
das allgemeine Glied derselben zu finden, nach welchem man 
jedes beliebige Glied derselben direct berechnen kann, d. h. 
ohne die vorhergehenden erst zu suchen. 
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2) Die Summe von beliebig vielen Gliedern zu bestimmen. 

3) Zu finden, ob eine vorliegende unendliche Reihe eine 
recurrirende ist, und wenn sie als solche erkannt, daraus den 
erzeugenden Bruch zu finden. 

Mit den recurrirenden Reihen haben sich besonders Ber- 
nouilli und Moivre viel beschäftigt. 

Ob eine recurrirende Reihe convergent ist, entscheidet man 
nach der § 6 1 gegebenen Regel. Da dies aber sehr selten der 
Fall ist, so haben die recurrirenden Reihen fast nur ein rein 
wissenschaftliches Interesse, weshalb wir auch nicht bei ihnen 
verweilen dürfen. 

Die folgenden fünf Reihen aber sind von der grössten 
Wichtigkeit, theils schon an sich selbst, theils wegen der wich- 
tigen Folgerungen und Hülfsmittel, die man daraus zieht, und 
weil auf sie die ganze Differentialrechnung gegründet werden 
kann. 

Anmerkung 1. Bei der Entwickelung der Functionen “in 
unendliche Reihen nach der vorhin gezeigten Methode der 
unbestimmten Coefficienten wird die unendliche Reihe immer 
erst fingirt, und der Verlauf der Rechnung muss dann zeigen, 
ob eine solche Reihe, welche die Grundform der Analysis hat, 
möglich ist. Werden dann die vorläufig fingirten Coefficienten 
dadurch bestimmt, dass man, wie in § 66, zwei Grundformen 
mit einander vergleicht und die Coefficienten von gleich hohen 
Potenzen derselben veränderlichen Grösse gleich setzt, so ist, 
wenn die unendliche Reihe sich als convergent ergiebt, alles 
klar und bündig. Bestimmt man aber die zu findende Reihe 
aus gewissen Eigenschaften der Function, so muss man sehr 
vorsichtig und jedenfalls überzeugt sein, dass die fraglichen 
Eigenschaften der Function eigen thümlich sind. 

Anmerkung 2. Es kann eine Function einer veränderlichen 
Grösse, «, vieldeutig, d. h. so beschaffen sein, dass sie 
für einen bestimmten Werth von .r verschiedene Werthe 
annimmt. So ist z. B. (Algebra § 326, b) für «=15 die 

Function (l-J-«)*=y 16=2,= — 2,=2.y — 1, = — 2.y — l. 
Eben so (Trigonometrie § 62, a, Note) für x = | die Function 
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An», sin .r = Ang. sin ^ = 30°, = 150°, = 390° &e. Wenn also 
eine solche Function sich überhaupt in eine convergente Reihe 
von der Form or 0 + Oi x + Oj .r*-(- &c. verwandeln lässt, so kann 
von einer solchen Reihe jene Vieldeutigkeit nicht verlangt wer- 
den. Denn da die Coefficienten a 0 , a u constant sind, 

so kann die unendliche Reihe für einen solchen Werth von j-, 
für welchen sie convergent ist, doch nur Eine Summe (nicht 
verschiedene) haben, und deshalb auch nur für denjenigen Werth 
der Function gelten, welcher mit dieser Summe Ubereinstimmt. 

Binomischer Lehrsatz für jeden Exponenten. 

68 . 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Function (l-f-j-)r 
auch für den Fall in eine Reihe zu verwandeln, wo der Expo- 
nent keine ganze positive Zahl ist. Wir nehmen das Binom in 
der einfachen Form 1 -)- .r, weil dies genügt. 

Es sei nun zuerst p ein positiver echter oder unechter Bruch, 

den wir mit — bezeichnen wollen. Alsdann ist, weil in eine 
n 

ganze Zahl und (l-+-ar) m = «*-f-....+* ,n ist(§29): 

— ** ** «i yrt 1 

(l-Hr)" = y(l+a-)" = y(l-t-»w; + ar 8 +. . . + .®” 1 ) 

Nehmen wir nun an, die hier geforderte fite Wurzel aus 
1+tnaH- . . • +«” 1 lasse sich durch eine nach ganzenPotenzen von .r 
fortschreitende convergente Reihe *) ausdrücken, es sei nämlich : 

M o/i 1 

y(l-| ^ 2 ‘ )=1 +A.r+B* i +Ca; 3 -f- 

*) DaBB jedenfalls nur eine solche nach ganzen positiven, und nicht 
nach negativen oder gebrochenen Exponenten fortschreitende Reihe möglich 
sein kann, folgt schon aus den Kegeln der Variation (§ 19, 2), oder der ge- 
meinen Multiplication, indem die fiugirte Reihe 1 -f-Ax-j- Ihr 1 . . , auf die 

• m , tix 1 , . , 

nte Potenz erhoben, mit 1 mx -j j — - — x 1 -j — übereinstimmen muss. 

Lübsen'n Analyui». 5 
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so kommt es zunächst nur darauf an, den ersten Coefficienten 
A zu bestimmen (weil sich die folgenden daraus ergeben). Dass 
das erste Glied rechter Hand nothwendig = 1 sein muss, folgt 
daraus , weil für x — 0 beiderseits dasselbe Resultat kommen 

n 

muss, nämlich y 1 = 1. (Vergl. § 66, Note, und § 67, An- 
merkung 2.) 

Erhebt man beide Seiten auf die «te Potenz, so ist: 

1 + mx y— * .r 2 -f- . . . — ( 1 + Ax -f- B#* + Cx 3 + . . . )’* 

Es ist nun leicht einzusehen, dass die beiden ersten Glieder 
von der Entwickelung rechter Hand nothwendig 1 -f- nAx sein 
müssen ; *) denn verwandelt man das in Klammern stehende 
Polynom in ein Binom, indem man die Summe aller auf 1 fol- 
genden Glieder — z setzt, so ist, weil n eine ganze Zahl: 

(1+A*+B**+. . . .)“ = (H -z)«=\+nz + t ±~~z* + . . . . 



oder, für z wieder seinen Werth gesetzt, kommt': 

( 1 + Aar-f B^*-J-..)"=l ■+ n(A.r-(- Bj: 2 -f-.-) ' ’ * .(Aa:-|- Ba 2 -|-..) s -)-.. 

Es ist also: 

1 . . = l-J-wAir + («B-|--“ -J -A*).r 2 -|-. . . . 

I . Z 1 , 1 » 



Da nun die Coefficienten von gleich hohen Potenzen von 
x gleich sein müssen, so hat man zur Bestimmung des frag- 
lichen ersten Coefficienten A die Gleichung nA — m, woraus: 
in • 

A = — , also A gleich dem Exponenten p. Wäre in (l+a , )P der 
Exponent p eine negative ganze oder gebrochene Zahl, so ist: 



(i -f 



(1 + x)r 1-j-p.r-f. . . ’ 



1— px+. . . 



*) Dies folgt schon aus § 19, Anmerkung, nach welchem man auch die 
übrigen Glieder auf einem etwas langem Wege direct bestimmen könnte. 
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Die wirkliche Division zeigt nämlich, dass auch für diesen 
Fall der fragliche erste Coefficient A in der Entwickelung von 
(l-Hr)“* gleich dem Exponenten sein muss. (§ 65.) 

69. 

Nehmen wir also an, es gäbe für (1 +3:)* eine nach ganzen 
positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe und setzen: 

(l -\-x)f— t -(- Ax + B.r 3 -(- Cx 3 + D^ 4 -j- (1) 

so wissen wir jetzt, dass unter allen Umständen, was auch 
der Exponent p sein möge , der erste Coefficient A—p sein 
muss. Die übrigen Coefficienten B, C, D . . . bestimmt man nun 
leichter nach folgender häufig Anwendung findenden frucht- 
baren Methode. 

Weil die Coefficienten A, B, . . . nur von p abhängen und 
dieselben bleiben müssen, wenn man für die veränderliche 
Grösse x allerlei Werthe setzt, so setzen wir, um auf eine 
andere Form zu kommen, in (1) .r-f-w statt .r, *) so ist: 

(t-|-a: + «) , ’==l+A(.r-|-M)-}-B(;r-l-H ) 2 + C(#-l-«) 3 -l-. _ _ . 

Entwickeln wir die rechte Seite nach Potenzen von u, je- 
doch nur so weit, dass die Coefficienten von u in der ersten 
Potenz zusammengefasst werden können, indem wir die Coeffi- 
cienten von u 2 , u 3 . . ., die wir mit M, N. . . bezeichnen wollen, 
nicht zu kennen brauchen, so kommt: 

I l+A.r -f- Rr»-f- Cx 3 +D;r 4 +. . . 

Au +2Bxu+3Ca: 2 u-l-. . . 

M« s + Nu 3 -f-, . . 



*) Indem man statt der einfachen veränderlichen Grösse x ein Binom 
x +u setzt (der veränderlichen x einen Zuwachs beilegt), kommt auf beiden 
Seiten statt x eine zweit heilige Grösse x-\-u, wodurch eine weitere Ent- 
wickelung ermöglicht wird, die man nach Potenzen von u fortschreiten 
lassen kann. Durch diesen einfachen Kunstgriff erhält man zwei verschieden 
geformte, nach u fortschreitende Keihen, die einander gleich sein müssen &c 

5* 



! 
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oder, weil (1 F x)P statt der obersten Reihe 1 F A.r F Bx* F . . . . 
gesetzt werden kann, Gleichung (1): 



( 1FxF») p = ( l+.r) p + ( A+2 Bx -j-3C.r 2 +lD,r 3 ...) «+M« ! +Nm s +....( * ) 



Da nun aber auch 1 -(-.« + «=( t .r) + ^—j, mithin: 

(i -m+ m )>=(i +*>-(i + r |- 



und also auch, indem wir in die angenommene Form, Gleichung 

U • 

(1), statt x setzen und entwickeln: 

1 + x 

(i+*+»y— (i +«•)»{ i+Ajij+Bp~+....} 

(l+.c+?/)P=(l+.r> , +A(t-|-.r)i’ -».»/. ^ B(l+.r)P- 2 .u*i- (s) 



Die rechten Seiten in (2) und (3) sind Ausdrücke für eine 
und dieselbe Grösse, nur in verschiedener Form, was grade 
beabsichtigt wurde. Sie müssen also, wenn man für x einen 
ganz beliebigen Werth gesetzt denkt, immer noch für jeden 
Werth von u einander gleich sein, daher (§ 64): 



A(1 ■+■ x)P" l =A F 2Bx +■ 3Cx 3 + 4DX 3 F . . . . 



Multiplicirt man beiderseits mit 1 +x, so ist: 

A(l+x)*=(l+x)(A-|-2Bx + 3Cx*+. . .) 

oder für (H-x)f die Reihe aus (1) gesetzt und beiderseits die 
Multiplicationen ausgeführt, kommt : 



A f A 8 x + A Bx*+ AC.( 3 + . . . = A + 2B' x +3C !x*4 4D ' x 3 + 

+ A| +2B, 4 3C j , 

Diese Gleichung muss für jeden Werth von x bestehen, 
mithin ist (weil A ==;»): 
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2B-|-A=A 2 , woraus B= A — — ,^=^ > 

3C-H2B=AB „ C= B ^ a) =° P r^i^r r 
4D+3C AC „ D=»-^ A 4 ^= P ^ - £p? 

Diese leichte Recursionsregel springt in die Augen. Daher: 
(1 +*)'=! +P*+-j- 2 ' « 2 + 7 - 3~- **+•- • ■ 



70 . 



Das in § 27 entdeckte merkwürdige Gesetz, nach welchem 
für ganze positive Exponenten die Binomial-Coefficienten sich 
bilden, gilt also ganz allgemein, nämlich auch für negative und 
Brachexponenten. Es leuchtet aber ein, dass für solche Expo- 
nenten die Reihe nie abbrechen kann, also eine unendliche 
wird, jedoch für jeden Werth von x <C + 1 stets convergent, 
also brauchbar ist. Denn, dividirt man mit jedem Gliede in das 



nächstfolgende, so werden die Quotienten pxf— 



.x. 



'p Ti 

n+T* 



— I 



immer kleiner und für n — oo , = - 



— n n 

x, weil — — x — — - — — x 

« + 1 i + i 



und 



P 

00 



— 1 



» + «■ 



— * (§ 61). 



Wir haben beim Beweise dieses Satzes des leichtem 
.Schreibens halber angenommen, dass der erste Theil des Binoms 
1 ist, weil jede andere Form auf diese zurückgeführt werden 

kann. So ist z. B. a-\-x=a ( 1+~J- Mithin (u+x)"= a" ( L -(- ^'j " 

und also: 
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/ - -—1 \ 
mm I „ 1 a I 

, . v— —Xt.mxnn x* . 

(«+*)—«• v+ B —+f — -j „,+ ■■/ 



71 

Aufgabe. Man entwickele folgende Potenzen in Reihen : 

(l+.r)l; (1+«)^; (1+^)“^; (l+.r)"; (l— -*) -1 ; (1 +j;) - *. 
Auflösung. Man findet: 



!^ h 4 £ ^i&rf±-±- 

Xi , 1.3 „—1.3.5 1.3. 5. 7 ._ 

(!+*)-!=, + 4* + ,.4 + 

(l + ^—1 | Xj. » J. | »— 1 2n Ti^s_’iri- 2 ’i^L3n-l 

(l+.v)n— l+„.r- + 2 .3 . n»* 2 . 3 . 4 . n* * * 

(1 — .r) -, =ip.r + x 8 + j: s + a; 4 + j: 5 + ^ 6 -f-. . . . 

(1+ „ ) -._ 1 _„ + ^!«._!^±!^+V+. . . . 



72 . 

Obgleich die 'Wichtigkeit des binomischen Lehrsatzes darin 
liegt, dass er zur Begründung anderer wichtiger Sätze dient, 
bo wollen wir doch beiläufig noch an einem Beispiel zeigen, 
wie man ihn, in Ermangelung von Logarithmentafeln, benutzen 
könnte, um aus einer gegebenen Zahl eine beliebige Wurzel 

3 

zu ziehen. Es soll z. B. y 10 gefunden werden. 

Man zerlege die gegebene Zahl in zwei solche Theile, dass 
aus dem grossem Theil die Wurzel rational wird. 
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Es ist z. B. 10 = 8+2 = 8(1+!). Also y 10=y8.y(l+!), 
mithin : 



y i o = 2(1 +!-)' =2 



i+u-r 2 1 



1 . 2.5 1 



3 . 6 ' 4 2 3 . 6 . 9 ' 



T~ + - 



Je mehr Glieder dieser convergenten Reihe man zusammen- 

s 

rechnet, je genauer erhält man y 10. Durch kleine Kunstgriffe 
könnte man die Reihe noch viel convergenter machen. Der 
binomische Lehrsatz hat aber, wie gesagt, einen ganz andern 
und wichtigem Zweck, als die Wurzeln aus Zahlen zu ziehen, 
was viel bequemer vermittelst der Logarithmen geschieht. 



Exponentialreihe. 

73 . 

Die Function n x heisst Exponential-Function. In derselben 
ist die Basis a }> 1 eine constante, der Exponent .r aber eine 
veränderliche Grösse. Es ist von grosser Wichtigkeit , auch 
diese Function in eine nach ganzen positiven Potenzen des Ex- 
ponenten fortschreitende Reihe zu entwickeln. 

Ist überhaupt eine solche Reihe möglich, so muss (weil 
für x = 0, a° = 1 ist) ihr erstes Glied nothwendig 1 sein. Wir 
setzen also: 

a x = 1 +A.t +B.c* +C.« 3 + (i) 

Wenden wir jetzt wieder den im § 69 mitgetheilten Kunst- 
griff an und setzen x + u statt x, so ist : 

a »+. = i+A(«+tt) + B (.r+u)* + G(.r+u)* + . . . 

Entwickeln wir die rechte Seite nur so weit, dass die 
Glieder mit it in der ersten Potenz in Eins zusammengefasst 
werden können und setzen für die m i t - erscheinende Reihe 
1 + A« + B« 2 + . . . . die Grösse a x aus (1), so ist: 

a *+«__ a *+ (A+2B« + 3C* S + . . .)u'+Mm* + . . . .(ä) 
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Nun ist aber auch: a* +u =a z . «'‘=«■'(1+ Aa + B« 2 . .) mit- 

hin auch: 

a I +"=u J! +Att*M + Ba x a 2 -f- Ca 1 « 3 -f- ( 3 ) 

Die rechten Seiten für (2) und (3) sind Ausdrücke für eine 
und dieselbe Grösse und müssen für jedes u einander gleich 
sein, daher (§ 64): 

A «*= A -f- 2B.( -j- 3 Cj.'* -j- . . . 

oder linker Hand für a z die Reihe aus (1) gesetzt und mit A 
multiplicirt, ist für jedes x: 



A+A*a; + AB j ; 2 + ACa- 3 +-...= A + 2 Bj- + 3Ca: 2 + . . . 



hieraus folgt: 



II 






2B = A 2 


A * 

B = — 
1.2 




3C = AB 


■ . , . „ AB 

mithin : G = = 

O 


A 3 

"1.2.3 


4D = AC 


D — — 


A 4 


» u 4 


= 1 . 2 . 3 . 4 



&c. 



Es ist also: 



* . A 2 8 AV A 4 .?- 4 .. 

a z = 1 + A.r-I ,»: 2 4- — h — — — k . . . . ( 4 ) 

~ 1 . 2 1.2.31.2.3.4 v J 



Hätten wir den ersten ganz unbestimmt gebliebenen Coef- 
ficienten A, so hätten wir auch die übrigen. Wie aber diesen 
finden? Dass er von der Basis abhängt und sich mit dieser 
ändert, ist klar ; auch lässt sich leicht eine Beziehung zwischen 
ihm und der Basis aufstellen Da nämlich die Exponcntial- 
Reihe (4) für jeden Werth von x gelten muss, so setze man 
*= 1, dann ist: 

A 2 ’ A 3 A 4 

a=1+A+ n2 + r2i + i.2.3:4 + (s) 
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Diese Beziehung ist aber offenbar nicht geeignet, um darnach 
A aus a zu berechnen. Dies kann aber, wie wir gleich sehen 
werden, mit Hülfe der Logarithmen geschehen. Der Coefficient 
A ist jedenfalls durch die Basis o bestimmt. Aber auch um- 
gekehrt ist die Basis a durch A bestimmt , und zufolge Glei- 
chung (5) durch eine convergente Reihe zu finden (§ RI). 
Unter allen Werthcn von a muss es einen solchen geben, für 
welchen der dadurch bestimmte Coefficient A = 1 wird. Be- 
zeichnen wir also die für A — 1 bestimmte Basis mit so ist, 
indem man in (5) A = 1 setzt: 

* = 1 + 1 + r2 + no + 172^0 4 (6) 



e = 2,7 182818284 . . . 

Setzen wir also in (4) e statt a, so haben wir (weil für 
diese Basis e der Coefficient A = 1 ist) vorläufig doch eine 
Exponentialgrösse in eine Reihe verwandelt, nämlich: 

2+12.3 + <0 



wo nun aber die Basis <• die bestimmte Zahl 2,71828. . . be- 
deutet. Setzt man — x statt x, so ist auch: 



, x * 

•* + l72~i:2.3+--- 



Diese gesetzmässige Reihe kommt auch zum V orschein, wenn 
man e x = - = - — ' — durch wirkliche Division ent- 



e * 



1 +.r+ r2 +" 



wickelt. 



74 . 

Um nun auch die Exponentialgrösse für jede andere Basis 
u in eine Reihe verwandeln zu können, setzen wir in der 
schon gefundenen Form: 
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. . , * , A».r* , AV , 

a=l+A x + — + i;tt + --- 



welche für jeden Werth von x gültig sein muss, ^ statt x. 



n k i + 1 + 1>2 "*"i.2.8 + 1.2.3.4"*"‘" 
i 

Für a k erhalten wir also denselben Werth, wie für e. Daher 
die endliche Gleichung: 



Bezeichnen wir nun auch hier, wie in der Elementarmathe- 
matik allgemein üblich, die Briggs’schen Logarithmen mit 
log., so folgt aus letzterer Gleichung (Algebra § 285): 

A log e — log a 

und hieraus: A— 

löge 

Setzen wir nun diesen, mit Hülfe der Logarithmen für A ge- 
fundenen Werth in obige Gleichung, so hat man für eine 
ganz beliebige Basis a : 

a x =1 , r !?g£ + JJ K 1o ^Yh . ^. l0g ^4- 

log e 1,2\ log e) 1.2.3 \ log e) 
welche Reihe für jedes endliche a und .c convergent, und 
worin log e — log 2,718281828 = 0,4342945 ist. 



Bei allen wirklichen logarithmischen Rechnungen sind die 
Briggs’schen Logarithmen, wobei bekanntlich 10 die Basis 
ist, wegen der leicht zu bestimmenden Kennziffer, die bequemsten 
und immer ausreichend. In der höhern Mathematik aber, jedoch 
nur in der Theorie, stellen sich noch andere Logarithmen ein, 
welche die vorhin gefundene Zahl e (— 2,71828. . .) zur Basis 
haben, und zur Unterscheidung von den Briggs’schen die na- 
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tiirlichen Logarithmen heissen und durch log. nat. oder kürzer 
mit dem einfachen Buchstaben l bezeichnet werden. 

Weil nun in jedem Logarithmensystem der Logarithmus 
von 0 — — cd; von 1 = 0, und von der Basis =1 ist , so ist 



auch, wenn man sich das natürliche Logarithmensystem, dessen 
Basis e ist, berechnet d e rrkt ,*) log. nat. 0 = — co oder kürzer 
10 = — cd ; l\ = 0 ; le — 1 (weile~®=0; s°= 1 ; e l — e). Nehmen 
wir also in der vorhin gefundenen Exponentialreihe statt der 
Briggs’schen Logarithmen die natürlichen, so schreibt man 



log.a log. nat. a la la\ . , , 

diese Reihe (weil,— — = , — = , - = — ) einfacher 

\ log. e log. nat. e le 1 / 



so: 



, (x.la)* Ax.la)* , 

« = l+^ Ja+ 'TT2 +L2.3 +- * ' 



Logarithmische Reihe. 

• 76. 

Obgleich keine Logarithmen-Systeme mehr zu berechnen 
sind, indem die Arbeit schon geschehen, so ist es doch für die 
Theorie wichtig, auch die logarithmischen Functionen log. 
( 1 + .<■) und Z( 1 +- .r) in Reihen zu entwickeln.**) Wir nehmen 
zuerst letztere Function, nämlich den natürlichen Logarithmus, 
dessen Basis e. Dem Begriffe der Logarithmen zufolge ist 
nun: (l-f-.r)"=c ,u ( 1 +*)***) und, indem man für die rechte Seite 
die entsprechende Reihe setzt (Gleich. 7, § 73): 



*) Wir werden in § 78 zeigen, wie man in den seltenen Fällen, wo 
man von einer Zahl den natürlichen Logarithmus wirklich haben muss, 
denselben leicht vermittelst der Briggs’ sehen Logarithmen finden kann. 

**) Der Logarithmus einer eintheiligen Grösse, nämlich Ix, lässt sich 
nicht in eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe 
entwickeln, weil eine solche Reihe für x — 0 und für x = 1 nicht — oo 
und 0 geben kann. 

***) Denn nimmt man beiderseits die natürlichen Logarithmen, so 
hat man : n.f(l+x'=n.i(l+a:)ic=nJ(l-l-*)» weil le= 1. Die hier folgende 
kurze Ableitung der logarithm. Reihe hat zuerst Cauchy gegeben. 
(Cour s d’analyse.) 
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(1 .>)"=1 f ni(l f x) f... 

(L^-J_, (1+I)+ -BM1V (0 

Ferner ist auch für * < + 1, für jeden Werth von n (§ 70) : 
( +' f ) =l . «■'•+- 2 — - - 2 - - x *+ ■ . . 

( 1 4 .r)"— 1 —tu — -V --V f -A_ ' v . tf s + . . . 

( 1 F #)" — 1 , v* s ,/, «V*. / >> 

» ■ =^-0-«) 2 +(!-») (l- 2 J 3 -+..-(0 

Die Reihen (1) und (2) sind Ausdrücke für eine und dieselbe 
(i rosse, sic müssen also für x << 1 für jeden positiven Werth 
von n gleich sein, daher: . 

« U ,) + --M + . ^-(t— .».^+0— )(i . 

Lässt man n bis zu Null abnehmen, so ist: 

...•(») 



X * X* X* . x° 



Ki + F“ I + 5~ + 



Diese sogenannte logarithmische Reihe ist aber, wie man sieht, 
nur convergent für x < l.*) 



*) Will man diese logarithmische Reihe nach der Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten ableiten, so setze man, weil das erste Glied den 
Factor x enthalten muss (indem für a:=0 auch f(l-(-.z) — 0) : 

l ( 1 -f- a:) = aa;‘-|- bx 1 -f ci 3 -f &c. 

Die Coefficienten a, b, c .... sind durch die Basis des Logarithmen- * 
Systems bestimmt. Nehmen wir das sogenannte natürliche System, dessen 
Basis e = 2,7162 . , so ist auch, weil die fingirte Reihe der natürliche 
Logarithmus von der Zahl 1 x sein soll : 
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Sttzt man «=1, so ist: 

J2=l— if \ — i+i — * + — .... 

Z2=a r 1 2 + 3 i 4 + 5 1 6 + 7 1 8 + •• + (2^T)T27 i + ‘ ' 



l^-;r=«(w+»* , +<a , + . . . , oder [§ 73, (7)]: 

(ax + ia^H- . . ) * (ox -f- ix* + ...)* 
1.2.3 



1 -f- ar = 1 -j-ax-f ix*+ . . . + 



+ ' 



l-)-x=l+ax+i **+ c 
«»i 2ai 
+ 1 .2 



1 - 2 | 



1.2.3 



** + ... 
+ • • • 

+ •• • 



Hieraus ergiebt sich zuerst a— 1 (§ 64). Die übrigen Coefficienteu 
bestimmt man nun leichter durch den § 69 gezeigten Kunstgriff. Aus: 

/ (1 + x) = x -fix* +cx*+ dx* + &c (O 

folgt: l (1 + x-f u) =(x+tt) + i(x-f-»)*+ • ■ • 

l(\-U r 4-,A—l X + l ' T ' + Crl + dxt+ ‘ ■ ’ 

Z(l+x+«)_ j (1+2 ix + 3cx» + .. .)„+Mu*+... 

i(l + X+u) = i(l+z)-|-(l +2ix + 3cx*+ . . .)»» +Mu* + 1 . . (i) 
Nun ist auch: 1 +*+m=(1+x)|i+y^- | mithin: 
i(l-|-x + u>=/(l +a:)-H r ) oder, indem man in (1) statt 



x setzt. 









Die Reihen (2) und (3) müssen für jeden Werth von u einander 
gleich sein, daher: 



1_ 

1 + x 



= 1 + 2 ix + 3c:r* -j- 4 rix 3 -f- . . . 



Multiplicirt man beiderseits mit 1 + x, so ist: 

_ f l+2i | x+3c j xH-4ri I x 4 +... 

I 1 i +2* I +3 C I +... 

2i -J- 1 =0, 3c + 2i= 0 &c. , woraus: i = — ii c ~'t d — — j &c. also: 
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/ 



‘Diese Reihe für 12 ist ein wahres Muster von schlechter 
Convergenz. Um ihre Summe nur bis auf die siebente Deci- 
male genau zn erhalten, müsste man schon mehr als tausend 
Glieder zusammenfassen ; denn das tausendste Glied ist = 

= 0,0000002... und hat also noch Einfluss auf 

die siebente Decimale. 



1 

( 2000 — 1)2000 



77 . 



Beiläufig wollen wir hier noch zeigen, wie sich aus der 
logarithmischen Reihe eine sehr convergente Reihe ableiten 
lässt, nach welcher man, wenn es noch erforderlich wäre, so- 
wohl die natürlichen, als auch die Briggs 'sehen Logarithmen 
ohne Vergleich leichter berechnen könnte, als nach der, in der 
Algebra gezeigten, elementaren Methode. 



Setzen wir in der Reihe: 



/(!+.*')=. r- 



2 + 3 



(*) 



— x statt x, so ist auch (indem man in (1), (2), (3) §76, — x 
statt + x gesetzt denkt): 

- . f(l-*) x -\- 1 (.) 

weiche ebenfalls für x < 1 convergent ist und ein negatives 
Resultat giebt, weil die Logarithmen von echten Brüchen 
negativ sind. 

Subtrahirt man beide Gleichungen und beachtet, dass 

-< 

=2/ 



/(1-f.r)— /(l — a) 



(Algebra § 278), so kommt: 

w?+?+$+..4 (o 



Setzen wir hierin 



1 + # 
\—x 



~ 1 

so ist x = - — . und : 
* + 1 
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Nach dieser zwar sehr langsam convergirenden Reihe 
könnte man den natürlichen Logarithmus einer beliebigen Zahl 
z berechnen. Wollte man aber das ganze natürliche Loga- 
rithmensystem haben, so würde es ungemein viel leichter sein, 
die Logarithmen successive für die unmittelbar auf einander 
folgenden Zahlen 1, 2, 3, 4. .. .zu berechnen, indem man dann 
vorhergegangene Rechnungen für die folgenden benutzen kann. 
Eine für diesen Zweck sehr convergente Reihe ergiebt sich, 



wenn man in 



ist : 



l 'f' X f) | 1 

(3) und also .r = - setzt. Dann 



/(£±M =2 f_ L-+ 1 . L , \ 

\ p J V2p+1 r 3(2/*+l) s ^5(2y+l) ft ' + ' - 7 

oder, weil l ^ = i(p+ 1) — lp: 

3(2y-j-i)s+ 5(2 p + T)* + •••)■■■(*) 

Setzt man hierin nach und nach p = 1, 2, 3. . .und berück- 
sichtigt, dass / 1 = 0 ; 14 = 12 + 12 ; /6 = 12 + /3 ist &c„ so hat man : 

12 = H +2 (i + _ 1 _ + _L_ + . . . ) = 0,69314718. . . 

/4 == 212 = 1,38629436. . . 

/5 l\+2 Q +3 g3+jry,jj5 +• • • ^ = 1.60943791 . . 

I\0 = 12 + fö = 2, 30258509... 



Die Reihe (5) wird offenbar desto convergenter, je grösser 
V wird. Wollte man z. B. die Logarithmen nur bis auf fünf 
Decimalen genau haben, so würde schon von der Zahl p = 50 
an das zweite Glied nicht mehr in Betracht kommen. 



78 . 

Obgleich in der höhern Mathematik immer nur natürliche 
Logarithmen Vorkommen, und dieses natürliche System, wie 
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eben gezeigt, nach der Reihe (5) auch wirklich berechnet 
worden (und unter andern in den Callet’schen Tafeln mit ein- 
getragen ist), so kann man dennoch dieses natürliche Loga- 
rithmensystem recht gut entbehren, indem erstens für wirkliche 
logarithmische Ziffemrechnungen die gewöhnlichen Briggs’schen 
Logarithmen viel bequemer sind, und zweitens in den seltnem 
Fällen, wo die natürlichen Logarithmen wirklich selbst erfor- 
derlich sind , dieselben leicht aus den Briggs’schen , so wie 
auch umgekehrt die Briggs'schen Logarithmen aus den natür- 
lichen abgeleitet werden können und bei der neuern Berech- 
nung (von Vega, Callet) auch wirklich abgeleitet worden sind. 
Dazu ist nur die Kenntniss des natürlichen Logarithmus von 
10 erforderlich, den wir zu diesem Zweck in § 77 eigens be- 
rechnet haben. 

Bedeutet nämlich n den natürlichen und b den Briggs’schen 
Logarithmus einer und derselben Zahl N, so dass also 10 1 = 
N und auch t" = N, mithin 10 6 — e” ist, so kommt, wenn man 
beiderseits die natürlichen Logarithmen nimmt und beachtet, 
dass le = 1, 

b. BO = n 

hieraus: b = j~.n 

1 10 

d. h. man erhält den Briggs’schen Logarithmus h einer beliebi- 
gen Zahl N, indem man den natürlichen Logarithmus « der- 
selben Zahl mit dem sogen. Modulus M = ^= 0,434294482. . 

multiplicirt, und umgekehrt erhält man den natürlichen Loga- 
rithmus ii einer beliebigen Zahl, wenn man den Briggs’schen 

Logarithmus b derselbenZahl durch den Modulus^- =0,43429 . . . 

dividirt (oder mit flO = 2,3025850929 ... .multiplicirt). Wegen 
ihrer grossem Basis (10) sind die Briggs’schen Logarithmen 
offenbar immer kleiner, als die natürlichen (die Zahl 1 ausge- 
nommen, indem sowohl log. 1=0, als auch fl = 0). 



Digitized by Google 




81 



Kreisfunctioneii. 




79 . 

Setzt man den Radius CM = 1 , so ist 
für einen Bogen AM = x schon die auf 
CA senkrechte Linie MP der Sinus und 
CP der Cosinus dieses Bogens x. Die 
Frage ist nun, ob sowohl sin x als cos .r, 
beide als Functionen des veränderlichen 
Bogens x gedacht, sich in Reihen ent- 
wickeln lassen, die nach ganzen positiven Potenzen des Bogens 
x fortschreiten .*) 

Fingiren wir vorläufig diese Reihen und setzen: 
sin x = Ao+Ajar-j-Aj.r*-!- A 3 ar 3 -|-. . . 
cos x = o # + a y x + a^.r 2 -f- a s # s + • . • » 
so ist zuvor klar, dass, wenn beide Reihen überhaupt möglich 
sind, nothwendig A^ = 0 und a 0 — 1 sein muss. Denn da für 
jeden Werth von x rechter Hand dasselbe Resultat kommen 
muss, wie linker Hand, so setze man .r = 0, so kommt (weil 
dann alle in x, x * . . . multiplicirten Glieder = 0 sind) sin 0 = A 0 
und cos 0 = Öd, woraus, weil sin 0 = 0 und cos 0 = 1, auch A 0 = 0 
und a # = 1. Beide Reihen wären also etwas näher bestimmt : 

smÄ = A 1 .'r-t-Ä s :r*-f- A s d ,s -f-. ,(i) 

cos x = 1 -)-aj .r'-j-a 2 x a -t-a 3 3 -(- (s) 

Aue der Gleichung (1) folgt: 



smj: 



-= A, -f-A 2 Ä'-t-A 3 .'r s -l- . . . 



*) Den Bogen x muss man sich hier nicht in Graden, sondern in 
Theilen des Halbmessers ausgedriickt denken (Trigonometrie § 62a). 
Kämen z. B. auf den Bogen AM 16°, so wäre die Länge desselben, nämlich 

x =* ~ =0,3141 59 .. . Der Grund, dass hier auch der Bogen x in Theilen 

des Halbmessers ausgedriickt werden muss, liegt darin, weil in jeder 
Gleichung alle Glieder gleichartig sein müssen und die trigonometri- 
sche Function eines Bogens, wie sin z, cos x &c., als unbenannte Zahl 
(Trigonometrie § 7) nicht gleich einer Summe von Graden sein kann. 

»Lftbsen's Analysis. 6 
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Nun ist zwar (weil der Sinus kleiner als der Bogen) der 

Quotient, immer ein echter Bruch, der aber der Einheit 
x 

desto näher kommt, je kleiner der Bogen wird (Trigon. § 62 b). 
Lässt man also (in Gedanken) den Bogen x bis zum Ver- 
schwinden immer kleiner werden (bis zu Null convergiren), so 

wird zu gleicher Zeit auch der Bruch —— der Einheit immer 

näher und näher kommen und sie zuletzt (für x = 0) wirklich 
erreichen. Für #=0 fallen aber rechter Hand alle Glieder in 
x weg, und es bleibt noch $ = A, = 1. Der Coefficient A, 
muss also nothwendig = 1 sein. 

Bedenken wir ferner , dass sin. x eine ungrade und cos x 
eine grade Function ist (§ 34), weil sin ( — x) = — sin x und 
cos( — x) — cos« (Trigon. § 57), so kömmt, wenn man in beiden 
obigen Gleichungen (l) und (2) — x statt x setzt, indem dann 
alle Glieder mit ungraden Potenzen ihre Vorzeichen ändern 
müssen: 

— sin x=—A l x-±-A i x i — A s :r 8 -| . . . .(s) 

cos x= 1 — a,«-f-o 2 a; 8 — 03 « 8 -! — ...(«) 

Nun muss für jeden Werth von x die Reihe (2) dasselbe 
Resultat geben, wie die Reihe (4), was offenbar nur dann mög- 
lich ist, wenn die Goefficienten von allen ungraden Potenzen 
von x Null sind. Kehrt man in (3) die Vorzeichen um, so 
hat man: 

sinx— — A 8 ar*-}-A 8 « s K . . 

Diese Reihe muss für jeden Werth von x dasselbe Resultat 
geben, wie die Reihe (l), was offenbar nicht anders möglich 
ist, als wenn die Coefficienten von allen graden Potenzen Null 
sind. Ueberhaupt ist unmittelbar einleuchtend, dass eine Reihe 
für eine grade Function nur grade und für eine ungrade Func- 
tion nur ungrade Potenzen enthalten kann. 

80 . 

Sind also die beiden Reihen für sin x und cos x möglich, 
so wissen wir im Voraus, dass erstere mit x anheben und nach 
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ungraden Potenzen, die andere aber mit 1 anfangen und nach 
graden Potenzen von x fortschreiten muss. Wir können also « 
gleich einfacher setzen: 

sin.z=£+Aj 8 . . 

cos x= 1 -J- ax* + bx 4 + cx 8 -f- 

Um die Coefficienten A, B. . . a, b. . . zu bestimmen, ope- 
riren wir folgendermassen : 

sin« + cos^=l +a-+mr ! + Aj; 8 + A* 4 + . . . 

Setzen wir, um auf eine andere Form zu kommen, x + z 
statt x, so ist auch: 

sin (x-fz) + cos (x^-z)—l -f- (x+z) -f- a(x+z) *-|-A(x-(- 2 ) * -f- 



oder auch (Trigonometrie § 100, 9 und 10): 



(sin x -f- cos .r) cos z ) 
(cos x — sin .r) sin z j 



=1 -\-(x-^-z)-j-a{x-\-z) 8 -|- A(.r-f-z) 



Substituiren wir linker Hand die fingirten Reihen und ent- 
wickeln rechter Hand die Potenzen, von x-\-z nur so weit, dass 
die Glieder mit 2 in der ersten Potenz zusammengefasst werden 
können, so haben wir: 

(l+a+ aa *+'Äa; 3 -f-. .)(_i+ a2, +^ z H~- 01 i l+asf-aaH-AaH-. •• 

(1 — x-\-ax * — Aa*+ . .)(a+Aa*-|-B* s -|- .)) '|(l+2az-(-3 • 

Das Product linker Hand enthält einen Theil, welcher der 
obersten Reihe rechter Hand gleich ist. Diese können wir also 
gegen die unterstrichene Einheit (±) weglassen. Dividirt man 
dann beiderseits durch z, so hat man: 






Denkt man für x einen beliebigen Werth gesetzt, so 
müssen noch für jeden Werth von 2 beiderseits gleiche Resultate 
kommen. Setzen wir also 2 — 0 ; so muss für jeden Werth 
Von x: 

1 — x-fax 1 — kx^bx* — Bz 5 -)- ...*•= 1 -j-2ai-b^ A2‘-(-44 i 3 +5Bx 4 -|- . . . 

6 * 

V 
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sein, mithin (§ 64): 



2a= — 1 


hieraus: a — — 


3A= a 


A 1 




A 1.2.3 


4f>== — A 
5B== b 


b— 1 
1.2. 3. 4 


6 c = — B 


B— 1 


1.2. 3. 4. 5 



Die beiden JReihen für sin x und cos x sind also wirklich 
möglich, und die Coefficienten ergeben sich nach einer deut- 
lichen und einfachen Recursionsregel. Es ist nämlich: 



sin«: 



eosa;=l- 



x“ 

OTT 



' 1.2 1 1 . 2 . 3. 4 



1 . 2 . 3 . 4. 5 

- + ... 






Nach diesen sehr convergenten Reihen könnten nun, wenn 
es noch nöthig wäre, die trigonometrischen Functionen leicht 
berechnet werden. Aus den Lehren der Trigonometrie ist be- 
kannt, dass dieses nur für den ersten Quadranten (eigentlich 



— 71 

nur von 0 bis — ) zu geschehen braucht, indem für grössere 



Bögen die Werthe der trigonometrischen Functionen periodisch 
wiederkehren. Dass nun aber die für sia x und cos x gefun- 
denen Reihen nicht hlos für den ersten Quadranten (was für 
den rein trigonometrischen Zweck genügend wäre), sondern auch 
für jeden beliebig grossen Bogen gültig sind und alle Eigen- 
schaften der trigonometrischen Functionen sin x und cos x be- 
sitzen, wodurch zugleich die allgemeine Richtigkeit der Reihen 
bewiesen ist, wird sich in § 85 zeigen.*) 



*) Es Hesse sich dies auf ganz elementare Weise, jedoch weitläu- 
figer, auch schon hier zeigen. Quadrirt man z. B. beide Reihen, so ist 
die Summe ihrer Quadrate für jeden Werth von x immer = 1 &c. 



Digitized by Google 




85 



Siebentes Buch. 

Gebrauch der sogenannten imaginären Grössen und der 
sich daraus ergebenden Consequenzen. Zurlickfuhrung 
jeder imaginären Function auf die einfache Form: 

a + ßi- 

81 

Schon in der Algebra haben sich im Laufe der Rechnung 
manchmal die sogenannten imaginären (richtiger lateralen) 
Grössen eingestellt, und wir haben schon dort darauf aufmerk- 
sam gemacht, dass diese Grössen in der hohem Mathematik 
eine sehr wichtige Rolle spielen, indem man vermittelst der- 
selben, gleichnissweise, aber noch viel mehr, wie in der Trigo- 
nometrie vermittelst eines Hülfswinkels, über oftmals entgegen- 
tretende grosse Hindernisse wegsetzen und damit auf wichtige 
Entdeckungen kommeij kann. Wir haben schon dort gezeigt, 
dass man mit diesen Grössen na«h den gewöhnlichen Regeln 
der Algebra eben so gut rechnen kann, wie mit den sogenannten 
reellen Grössen. (Algebra §§ 325 und" 326.) Hier wird es nun 
zum weitem Fortkommen nothwendig, diese Sache wieder auf- 
zunehmen. Was übrigens die eigentliche Metaphysik, so wie 
die reelle Bedeutung der sogenannten imaginären Grössen, 
welche zuerst Gauss in ein helles Licht gesetzt hat, betrifft, 
so müssen wir den Leser, um hier den ebenen Gang nicht zu 
unterbrechen, auf .den Anhang § 176 verweisen. 
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82 . 

Wir bezeichnen wieder mit Gaues das Symbol*) y — 1 
Kürze halber mit i. Um eine bestimmte Vorstellung mit dieser 
Grösse t zu verbinden, wollen wir sie als Einheit einer neuen 
Zahlenreihe betrachten, welche, wenn auch für Krämer zu 
subtil, doch für die Wissenschaft unentbehrlich ist. 

Alle vier Arten Zahlen, nämlich sowohl die sogenannten 
positiven und negativen reellen, als die sogenannten positiven 
und negativen imaginären, so wie auch die aus reellen und 
imaginären Zahlen zusammengesetzten (complexe) Grössen, 
können wir nun, wie Gauss gezeigt, folgen dermassen bildlich 
darstellen, gleichsam versinnlichen. 

Man denke sich in einer 
unbegrenzten Ebene zwei auf 
einander senkrechte Linien 
— xx und — yiifi und trage 
dann vomDurchschnittspunct 
0 aus die positiven reellen 
Zahlen auf Ox, die negativen 
nach entgegengesetzter Rich- 
tung, dann Seitwärts (lateral) 
die positiven imaginären 
Zahlen auf Oy,- und die ne- 
gativen wieder nach entge- 
gengesetzter Richtung ab. So stellt z. B. der Punct a (nämlich 
die Linie Oa) die Zahl 4 i dar, und in dem Punct a 1 findet 
man die Zahl — M, die Zahl 2| fällt in die Mitte zwischen 
2 und 3, die Zahl y 5 fällt ebenfalls zwischen 2 und 3, die 
Zahl — y 2. fliegt zwischen — i und — 2 i &c. Um die complexen 
Grössen bildlich darzustellen, betrachte man die reelle Grösse 
als Abscisse und den reellen Factor von i als Ordinate. So 
stellen z. B. die beiden Linien 04 und 4m die complexe Grösse 






-S -z -/ O f Z 3 4 4X 

-i 



*) Die Zeichen 1,2,3... — 1, — 2... sind ebensowohl nur Rech- 
nungssymbole, wie die Zeichen 2t, 3t,... — t, — 2t. 
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4 -f- 3 t dar. In dem Punct m‘ findet man die Grösse — 4 -+• 3 1 , 
in m“ die Grösse — 4 — 3 1 , in ml“ die Grösse 4 — 3 i. 

83 . 



Da die Zahlenebene unbegrenzt ist, und ihre Puncte stetig 
auf einander folgen, so giebt es keine reelle, imaginäre, oder 
complexe Grösse, welche sich nicht auf die eben gezeigte Weise 
darstellen liesse.*) Dasselbe kann aber auch durch Polarcoor- 
dinaten geschehen. Ist allgemein a + ßi eine beliebige cojnplexe 
Grösse, so ist a die Abscisse und ß die Ordinate des Puncts in 
der Ebene, welche diese Grösse darstellt. Ferner ist der soge- 
nannte Modulus q dieser complexen Grösse, welcher nichts an- 
deres, als der Radius vecjor des erwähnten Punctes ist, durch 
die Gleichung q = y und der Winkel cp, den dieser 

immer absolut (positiv) zu nehmende Modulus q mit der Achse 



0 x macht, durch die Gleichung tg cp = ~ gegeben. Ferner hat 



man noch: 

a = q cos cp 
ß = Q sin cp 

Deshalb kann man auch immer setzen: 

o -f- ßi = g (cos cp + » sin cp) 



84 . 

Aus der Algebra (§ 325) ist bekannt, dass: 

i =y r — 1 i *»-H = — 1 = i , 

t»=— 1**) i««+ a =— 1 

i 9 — — y — i = — i t 4 **+ 3 = — y — l = — t 

* 4 «-i i 4n + 4 =i 



*) Die unbegrenzte Zahlenlinie hat sieh also, als nothwendige Folge 
unserer Denkgesetze, zu einer unbegrenzten Zahlenebene ausgedehnt. 
Man kommt deshalb leicht auf den Gredanken, ob es nicht auch in un- 
sera Denkgesetzen liegen und die Nothwendigkeit eintreten könnte, die 
Zahlenebene sich in einen Zahlenraum ausdehnen zu lassen. Gau ss ist 
jedoch nicht dieser Meinung. (S- Anhang g 176 am Ende.) 

**) Dass (±V — )*, wie in der Algebra (§ 325) aus der Lehre von 
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Dies vorausgeschickt, gelangen wir nun durch Vermittelung 
der Grösse t, indem wir dieselbe, sie gleichsam als eine Hülfs- 
grösse betrachtend, mit den sogenannten reellen Grössen verbin- 
den und, wie in der Algebra gezeigt, den einfachen Hegeln der 
Arithmetik consequent unterwerfen, zu sehr fruchtbaren Resul- 
taten, welche wir ohne Benutzung dieser Grösse i theils gar 
nicht, theils nur auf sehr grossen Umwegen erhalten könnten. 

85 . 

• * 

Setzen wir in der Exponentialreihe : 

"- 1+ *+ntiT8 +: - ; :« 7, '7) * 

ix statt x, so erhalten wir: 



i*x a 



s.*s 



i a x 



'“- 1+ “ + Ti + 1.2.3 



1 . 2 . 3. 4 1 . 2 . 3 . 4. 5 



oder: 

Die Zahl x kann nun immer durch einen mit der Einheit 
beschriebenen und in Theilen derselben ausgedrückten Kreis- 
bogen dargestellt werden (indem man nöthigenfalls,' wenn die 
Grösse x es erfordert, die ganze Peripherie beliebig oft durch- 
laufen kann). Da nun aber, wie gleich gezeigt werden soll, 
die Summe der ersten in Klammern stehenden convergenten 
Reihe (für ein noch so grosses x) gleich dem Cosinus, und die 
der andern Reihe gleich dem Sinus dieses Bogens ist, so kann 
man, die trigonometrischen Tabellen vorausgesetzt, im Fall es 
auf wirkliche Summirung der beiden Reihen ankäme, obigen 
Ausdruck viel kürzer so schreiben: 



den Potenzen gefolgert, = — 1 ist, folgt auch, wenn man eine mittlere 
Proportionale, x, zwischen + 1 und — 1 sucht. Es folgt nämlich aus: 
1 : x = x : — 1, dass x* = — 1, also x «= +V — 1. ' Da nun das Product der 
beiden innem Glieder gleich dem der äussero ist, so ist nothwendig 
(,+V— 1)*=— 1. (S. Note zu § 177.) 
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e** = co» x -f- i sin x (')*) 

Setzen wir hierin — t statt + so ist: 

e ix = cos x — tsin« (*) 

Um zu zeigen, dass die beiden erwähnten Reihen alle Ei- 
genschaften der trigonometrischen Functionen cos x und sin x 
besitzen , mithin auch für jedes x gültig sind , und statt ihrer 
die Functionen cos « und sin x gesetzt und aus den fertigen 
trigonometrischen Tafeln entnommen werden dürfen, multipli- 
cire man die beiden Gleichungen (l) und (2) mit einander, so 
kommt erstlich: 

co8*« + sin*j: = «“ «~“=e°= 1 

d. h. die S umm e der Quadrate der beiden Reihen ist für jedes 
+ x immer = 1. 

Multiplicirt man die beiden Gleichungen: 

«** = cos x + i sin x 
6+*» =cos y + i sin y 

mit einander, so kommt: 

€* z ±») = cos x cos y + sin x sin y-\-i (sin x cos y +cos x sin y) 

Nun ist aber auch, « + yals einen Bogen gedacht: 

Ä »(*+») =cos («+.y) + * sin (x+y). 

Beide für erhaltenen complexen Grössen müssen ein- 

ander gleich sein. Sollen aber zwei complexe Grössen einander 
gleich sein, mithin ihre bildliche Darstellung auf einen und 
denselben Punct in der Zahlen-Ebene führen (§ 82), so müssen 
nothwendig die reellen und die imaginären “Theile einzeln 
einander gleich sein, daher die bekannten Beziehungen: 



*) Setzt man in dieser Formel x =» y , so ist * 



auch Y =(V— 1)^ . Mithin : (V — 0 r — « 

Diesen merkwürdigen Ausdruck hatte schon Euler gefunden 



V — 1. Also 
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cos (x + y ) = cos x cos y Ifsin x sin y 
sin («+y) = 8ina;cos z+coszsin y 

Anmerkung. Die Moduli der beiden complexen Grössen 
(1) und (2) sind p = y cos *z + sin *a:= 1. Der Punct in der 
unbegrenzten Ebene, dessen Lage durch die (complexen) 

Grössen «** und e~“, nämlich cos x + 1 sin x, bestimmt ist, liegt 
also immer (wie gross auch x sein möge) auf der mit dem 
Halbmesser = 1 beschriebenen Peripherie. 

86 . 

Durch Addition und Subtraction der beiden vorstehenden 
Gleichungen (1) und (2) ergeben sich für cos x und sin x die 
nur scheinbar imaginären Ausdrücke: 

e“ +«“■* 

cos x = - — 

« 

. • g« «-<* 

sm X = — : 

2t 




Die Division der beiden Gleichungen (1) und (2) § 85 giebt: 

^ cosz+tsinz 1 + itgz 

cosz — tsinz 1 — itgx 

Beiderseits die natürlichen Logarithmen genommen und 
nach Formel 3, § 77, entwickelt, indem man dort 

— ttga:/ 

itgz statt x setzt" kommt (weil alle graden Potenzen von i reell): 
2tz=2(ttgzH 1 1 ® h ) , 

«• . *'*tg 3 z i* tg 5 x . 

2tx— 2t (tg x -) 1 1 | h ) 

tg 3 z , tg 5 z tg 7 z , , . 

*“ *8'- -3 +V 7 +■ « 
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Diese Reihe ist convergent für alle Werthe von tg x, die 
nicht grösser als 1 sind. Man kann also darnach Bögen be- 
rechnen, deren Tangenten gegeben, und sie deshalb, wie Leib- 
nitz zuerst gezeigt hat, zur Berechnung der Zahl n (Kreis- 
verhältniss) benutzen. Der mit der Einheit beschriebene Bogen, 

dessen Tangente = 1 ist , ist offenbar Setzt man also in 



obige Reihe tgx—l, so muss man — statt x setzen, und man 
hat dann: 

'4 _===1 ~i + i — \ + i*r+ 

Diese Leibnitz’sche Reihe ist zwar convergirend, jedoch 
so ausserordentlich langsam, dass man an tausend Glieder zu- 
sammenrechnen müsste, um die Zahl n nur so genau zu er- 
halten, als M e t i u 8 sie schon hatte. Es lässt sich jedoch durch 
einen kleinen Kunstgriff eine convergentere Reihe daraus ab- 
leiten. 



/ 

Euler betrachtete nämlich den halben Quadranten — als 

* 4 

Summe zweier anderer Bögen a und ß, deren Tangenten also 
echte Brüche sind, für welche vorige Reihe stärker convergirt. 

Nimmt man nun a so, dass tga =\, so wird, weil a -f- ß — ’ 1 - 

und also: 

t g(a+/»)=tg-X=» 



oder: £-«»■ + . M = 1 
1 — tga.tg/S 

• x a 1 — tga * 1 — i 

W °r“ U * :, ^- r +tf- 0 =t r +l l 



■1 



Da also die Summe zweier Bögen a und ß, deren Tangenten 
beziehlich | und | sind, = ~j~ ist, so setze man in die Reihe 



(1) einmal | und einmal £ statt tg x und addire beide Resul- 
tate, so hat man: 
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-^ = 1 + 4 - i (^3 +-^-) + i (^5 +-^5 ) - + ■ • • 

Nach dieser Euler 'sehen Reihe Hesse sich die Zahl n schon 
ohne viele Mühe berechnen. Um jedoch eine noch stärker con- 
vergirende Reihe zu erhalten, dachte sich Mach in einen Bogen 
w, dessen Tangente =$ ist, dann folgt aus tgu=^, dass (Trig. 

§ 100, 19) tg 2« = ^ und tg 4u=^fjf. Es ist also 4u>^-. 

Setzen wir nun 4m — so ist: 

4 




m - 1 

4 / i +m 






Mithin muss man, weil — = 4m — v, in die Reihe (l) ^ statt 

tg x setzen und den Betrag 4 mal nehmen, so hat man den 
Bogen 4m, setzt man dann noch ^ statt tg x , so erhält man 
den Bogen v. Daher: • 



?-*(*■ 



■ _ > +..W 



3.5* rr 5.5‘ 7.5 7 + ' 



1 



1 



J \ 239 3.239 3 1 5.239 5 



-•) 



88 . 

Setzen wir in ei“ =co8arHsin.j?(§ 85 )m.t; statt x, so ist: 
ei*“ = cos nx + i sin nx 

da nun aber auch ei*“ — (ei“ )“ — (cos a isin x) n , so hat man die 
folgende höchst merkwürdige und für die Folge sehr wichtige 
Formel, welche, wie Laplace glaubt, zuerst von Moivre 
gefunden worden, und auch dessen Namen geführt, nämlich: 

, (cos x+i sin tt) B = cos nx+i sin na' 
gültig für jeden Werth von n. 

Ferner folgt noch leicht, dass ^weil e~“ = : 

1 — . . 

I— n — — COS X -kt sin X 

cosa + tsm« 
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1 

(cos ,.r + t’sin.i 

Die nachfolgenden Beispiele werden zeigen, wie man ausser 

und (cos ff + <sin x)" auch jeden andern imaginären Aus- 
druck auf die einfache Form a-\-ßi zurückführen kann, wo aber 
auch a oder ß = 0 sein kann.*) 

89 a. 

Hat man zwei complexe Grössen 
a-\-bi und a‘-\-b‘i zu addiren, so ist die 
Summe offenbar ==(a f a‘) + (b-\-b‘).i. 
Diese Addition lässt sich auch gra- 
phisch bewirken. Stellt nämlich der 
Punct m in der Zahlenebene die 
Grösse a+£>t dar, so dass also os = a 
und ms = b ist, und man trägt nun, 
vom Puncte m ausgehend, noch die Grösse a‘ + b'i auf, so dass 
. mv — st=a‘ und nv — b ' ist, so stellt der Punct n die Summe 
beider dar.' Die Linie om=r stellt den Modulus der ersten, 
_ mn=r‘ den der zweiten complexen Grösse und on — y den Mo- 
dulus ihrer Summe dar, nämlich r = ya 9 -|-i 9 , r' =y a / 2 -f -// 9 
und q = y (a + a') 9 + {b + £>')*. Hierbei fällt auf, dass der Mo- 
dulus von der Summe zweier complexen Grössen, a-f-6t und 
a‘-\-b‘i, entweder unter oder doch höchstens nur gleich der 
Summe beider Moduli ist. In Zeichen: 

y>+ a‘y + (b + «*+ ** + y^M-t' 9 . 

Bilden die beiden Moduli r, r‘ eine grade Linie, dann 
wäre Q = r-\-r'. 

Zusatz 1. Es folgt hieraus, dass auch der Modulus von der 
Summe beliebig vieler complexen Grössen entweder unter 
oder doch höchstens nur gleich der Summe aller Moduli ist, 



*) Ueber die geometrische Construction der imaginären Grössen 
siehe Anhang § 177. 




^ = (cos ff t sin ff)" = cos nff -f t sin nx 
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indem man von zwei auf drei, von drei auf vier complexe 
Grössen schliesst &c. 

Zusatz 2. Dass sich auch die Subtraction einer complexen 
Grösse von einer andern graphisch bewirken und dadurch auch 
die Ausführung dieser Operation sich versinnlichen lässt, ist 
für sich klar. 



89 b. 

Aufgabe. Den Ausdruck (a + bi ) . (c + dt) auf die einfachere 
Form a-\-ßi zu reduciren. 

Auflösung. Durch unmittelbare Multiplication erhält man: 
(a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc) . i. 

Bei dieser Reduction fällt auf, dass der Modulus des Pro- 
ducts aus zwei (oder auch beliebig vielen) complexen Factoren 
gleich ist dem Product aus den Moduln der einzelnen Factoren. 
Denn: 

(ac—bd)' + (ad + bc)*=(a* + b») (c* + <**)•) 
mithin: y (ac — öd)* + (ad + 6c)*=y'a* + 6*.y'c* + d 3 

90. 



Aufgabe. Den Ausdruck auf die Fcgrin j: + ßi zu 



reduciren. 



Auflösung. Man multipücire Zähler und Nenner mit c — di, 
so erhält man: 



a + öi ac + bd bc — ad . 

c -di c* + d* ‘c* + d*’* 



*) Nebenbei bemerkt ist also das Product zweier Zahlen, wovon jede 
die Somme zweier Quadrate ist, immer gleich der Summe zweier Quadrate ; 
z. B. (l*+2*) (3*+4*) — (1.3 — 2.4)>+(1.4+2.3)*, d. i. 5. 25 — 5* +10». 
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Hierbei fallt auf, dass der Modulus des Quotienten zweier 
imaginären Grössen gleich ist dem Quotienten aus ihren Mo- 
duln. Denn : 1 

( ac-\- bd )* ( bc-~ad) a <** + £>* „ 

(^* + d*)* + (c 2 +d , ) , “ = c* +T* 

91 

Aufgabe. Den Ausdruck (x -f- yi) n auf die Form a ßi 
zu reduciren. 

Auflösung. Man könnte hier den binomischen Lehrsatz 
anwenden, wenn, für den Fall, dass n ein Bruch oder negativ 
wäre, die Reihen für die reelle Grösse a und für den Factor ß 
convergirten. Bequenlter ist aber jedenfalls, hier die Moivre'- 
sche Formel anzuwenden. Setzen wir nämlich nach § 83 
■r+ yt — (cos <jp + i sin cp), so ist: 

(x+ yi) n = (j* ( cos (p+i sin gp)"=p n cos «tjp + ß* sin ncp . i 

worin q— y x*-\-y a und ^weil tg q>= ^ j ; <p = Arctg mit- 
hin auch, wenn man will, so geschrieben: 

(jrfyt)“ ==(«*-(- y*) 7 cos Arctg +(«* + y*) T sin^n Arctg . i 

92. 

Aufgabe. Den Ausdruck f(.r-fyt) zu reduciren. 
Auflösung. Es ist («+y») — + ^tj. Daher: 

l(x •+■ yi) =• Ix 1 ^1 + 
mithin (§76 [3]): 
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Kx-\-yi)==he+^~i- 

X 

l(x+yi) = £r + | 
+ »' 






1 (* + yi) ■= l* + 1 1 ( 1 + -|,-j + i Arctg -|- 



+yj)=iyjr*-f-y 2 4-tArctg— ^ 

X 

93 . 

Aufgabe. Den Ausdruck e x +*" zu reduclren. 
Auflösung. Es ist : 

£*+»»'=*: e 1 . e±*‘ = eF . (cos y+t sin y) = e*cos yjf « x sin y . t 



94 . 



Aufgabe. Die Ausdrücke sin (*0 und cos (m) zu reduciren. 

Auflösung. Setzt man in den Formeln § 86 xi statt x, so 
hat man : 

g—X g* g*_l . g—X 

sin (xi) = — — = .* (hier ist a = 0) 



cos (xi) 



+ e* 



1 + 



1.2 1 1 . 2 . 3. 4 



-f-. . .(hier ist ß «=*= 0) 



*) i*(l+ -Ix. 
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Aufgabe. In Cauohy’s Calcul diffdrentiel findet sich auch 
die Aufgabe: Die Ausdrücke sin (y + a-t) und cos (y-f-*i)zu 
reduciren. 

Auflösung. Es ist: 

sin (y + ®0 == siny.cos (xi) + cos y sin (xi) 

gZ_L.g—Z gZ g—Z 

sin (y + xi ) = ^ — - sil1 y + S co8 ^ 1 (0 

cos (y -J- xi) = cos y . cos (xi) — sin y . sin (xi) 

COS (y -f *») a= 2 • C0S y 2 •“W 4 (*) 



96 . 

Vermittelst der Moi vre’ sehen Formel ist es nun leicht, 
die Potenzen von sin x, cos x durch dieselben trigonometri- 
schen Functionen vom Vielfachen des Bogens oder Winkels 
x auszudrücken. 

Setzen wir, Kürze halber: 

cos x -f- i sin x = u 
cos * — i sin x = v 

so ist: « -f- t> = 2. cos« u v «= 1 

u — v — 2i sin x u m v m — 1 

und weil (§ 88): (cos x + i sin x) m — cos mx i sin mx = «” 
(cos x — l sin x) m = cos mx — i sin mx = e m 
so ist auch : w” -(- v m = 2 cos mx 
u m — v m — 2t sin mx. 

Dies vorausgeschickt, hat man nun aus der Gleichung 
2 cos x — u + v oder 2 m cos"* x = (u -(- v) m , wenn man das Binom 
entwickelt, indem hier der Exponent m eine ganze positive 
Zahl bedeutet : 

Lübsen's Analynis. 7 
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2”cob " +«n«t' m_1 +»” 

m.m — 1 



2“cob'\z =u m +m . u*- s . uv-f— 



1 . 2 

i 






m.m — 1 



2”C08 m a=*(u ta +t”)+m(u M **+t) m ‘*)-}- -j — 2 " (u m -‘-h» B, - 4 )+ . . . 

2 m cos m jr = 2 •. cos . 2cos (m — 2)®-}- — — — . 2cos(w — 4).r-j- . . 

Da die Coefficienten der Binomialreihe, die von Anfang und 
Ende gleich weit abstehen, gleich sind, und (wie nötigenfalls 
durch ein bestimmtes Beispiel klar wird)*) für eine grade An- 
zahl Glieder (also m ungrade) jeder der beiden mittlem mit u 

m.m — 1 .m — 2...^— 

und v multiplicirten Coefficienten «= 



1 . 2.3 



m — 1 



und für eine ungrade Anzahl Glieder (also m grade) das mittlere 







m.m—\ . . 


•(t+0 



Glied 

1 . 2 . 
ist, so hat man: 



.tt T .» T =2.|. 



I . 2 



m 



1) wenn m grade: 

— i , .»•— | -(ft|) 

m 
2 



jm-i C 0B m i5=C0STO*-i- r C0B(m-2)*-j — ~ — sr cos(m-4)x-(-. .-H. — 

1 1 ' Z 1 . 2 ...” 

2) wenn m ungrade: 



*) 2 s cos‘ asu'+S« 4 «-)- 10u* lO^e'+S^ + t) 1 

2 s co8 s ®==(tt I + » !l )+5 . (u , +u’) + ^ 1 ~(«+i>) 

5.4 

2 5 cos**-» 2. cos 5*-}-6.2cos3* + |— 2*2cos* 
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2^. 1 co# m z=costnz-t-y.co*(»»-2)a>-|- y-yCOs(m-4):»4-..4- 






.C08.e 



Die andere Gleichung 2 i simr=u-H), oder sin’".z=(it — u) m 

giebt: 



JH 1 

2" t" 1 sin”*# = u m — mu m ~ 1 v ~\ — j — u"-*p* (-. . . +«*" 

I « « 

2 m i m ein"« <*= tt" — wm* -8 -+• — * m w ~* . . +t> m . 

X • Z 



Da die Vorzeichen regelmässig abwechseln, und das letzte 
Glied für m grade positiv und für m ungrade negativ ist, so 

hat man (^weil t™ = (i*) 1 = ( — 1) T ): 

1) für m grade: 

?! „ mCT -l-(y+l) 

(- 1 ) , ‘2 m " 1 »in m x~cosmz- -cos{m-2)z+ — — --cos(m — 4)x— ..Fj. — ■ 



2) für m ungrade:*) 




mm - 1 



1 . 2 




97 a. 

Da vorstehende vier Formeln für die Integralrechnung 
wichtig sind, so wollen wir hier gleich einige specielle Fälle 
zum vorkommenden Gebrauch und zum Nachschlagen daraus 
ableiten. Setzt man m = 2, 3, 4,..., so erhält man: 



*) Für m ungrade ist nämlich das letzte Glied negativ, und da dann 
allgemein tt™> — r"*= 2t sinmz; u«-> — v”‘- , =2.,'Bin(m — 2)r&e., so bleibt 
in jedem Gliede der Factor i, und indem man auf beiden Seiten durch 

m-1 m-1 

t dividirt, kommt auf der linken Seite der Factor t"- , =»(»*)* =( — 1)’. 

7* 
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2 coB*ar=cos2ar+ 1 
4 cos 3 x — cos 3x + 3 cos x 
8 cos 4 x — cos 4 x + 4 cos 2x -f- 3 

16cos 5 * = cos5a; + 5co8 3.r + lOcosaj 

32cos 6 a; = co8 6.?;+6co84a:+ 15cos2^+ 10 
64 cos 7 x = cos lx+ 7 cos hx -J- 21 cos 3 v + 35 cos x 



2sin 2 a: = — cos2#-f-l 
4 sm s ir= — sin 3.? -f- 3 sin x 
8 sin 4 x= cos ix — 4 cos 2x + 3 
1 6 sin 5 x — sin hx — 5 sin 3.r - j- 10 sin x 
32 sin 6 x — — cos 6# + 6 cos ix — 15 cos 2x -f- 1 0 
64sin 7 ir== — sin Ix + 7 sin hx — 21 sin3.r -f- 35 sin x 



97 b. 

Vermittelst der beiden §96 gefundenen Gleichungen, nämlich: 

cos mx -(- i sin mx = (cos x -f- t sin ar) ,B 
cos mx — i sin mx — (cos x — i sin x) m 

erhält man auch leicht Formeln, nach welchen man umgekehrt 
die sinus und cosinus vom Vielfachen eines Bogens oder Win- 
kels durch Potenzen dieser trigonometrischen Functionen vom 
einfachen Bogen oder Winkel ausdrücken kann. Man hat 
nämlich zuerst: 

2 cos mx = (cos x -j- isin x) m -{-(cosa: — i sin 
2t sin mx — (cos x -j- i sin x) n — (cos x — t sin x) m 

Betrachten wir hier nur den Fall, wo m eine ganze Zahl 
ist, und entwickeln die rechten Seiten nach der Binomialformel, 
indem man auf die sich tilgenden Glieder und gemeinschaft- 
lichen Factoren achtet, so verschwindet alles scheinbar Imagi- 
näre und man erhält folgende beide endliche Reihen, deren 
einfaches Bildungsgesetz in die Augen springt: 
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„ m.m — 1 „ . , 

CO 8 mx = C0S m « — “ — COS** * « . 81U 2 « 

1 % It 

, m.m — 1 . m — 2 . m — 3 . . . 

H a ; cos"' 4 x sm 4 x 1- . 



I . 2 . 3 . 4 



sinwixs 



m.m — 1 . w— 2 



1 



cos" 



1 x . sin x — - j - ■ - — cos 1 



m ~ 3 x.8\n 3 x 



m.m — 1 . m — 2 . m — 3 .in — 4 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 



cos' 



m-s x.Bin 5 « . . 



Hiernach ist z. B. für »«=2, 3, 4,. . . 

cos 2.r = cos 2 .r — sin *x 

cos 3« =cos 3 x — 3 cos x . sin 2 « 

cos 4« — cos 4 « — 6 cos 2 .«, sin*.« -J- ein 4 .« 

sin 2x — 2 cos * . sin x 

sin 3« = 3 cos*«, sin x — sin 3 .« 

sin Ax = 4 cos 3 ;« . sin x — 4 . cos x . sin 3 » 



Zusatz. Aus dem Anblick der allgemeinen Formeln ergiebt 
sich die Möglichkeit, dass man, wenn m grade, cos m.v auch 
durch lauter Potenzen von sin x (oder cos x) und, wenn m un- 
grade, sin mx durch Potenzen von sin x ausdrücken könnte. 
Setzt mau nämlich 1 — sin*.« statt cos 2 ,«, so hat man z. B.: 

cos2.e=l — 2 sm 3 .«= — 1 + 2cos 2 x 

cos Ax = 1 — 8 sin 2 « + 8 sin 4 x= 1 — 8 cos 2 « + 8 cos 4 « 

cos 6«= 1 — 18 sin 2 .«-)- 48 sin 4 « — 32 sin 6 « 

! • 

sin 3«= 3 sin « — 4 sin 8 « 

sin 5.« e= 5 sin « — 20 sin 3 « + 1 6 sin 5 « 
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Achtes Buch. 

Von den algebraischen Gleichungen. 



1. Hülfssätze. 

98 . 



Hat 



man irgend eine ganze Function von x, z, B.: 



jc" + A#" -1 + B«*~ a + . . • + M# -f- N, 



wo also die Exponenten n, n — 1, . . . ganze positive Zahlen, 
die Coefficienten A, B, C. . .bis M aber ganz beliebige positive, 
negative, ganze oder gebrochene Zahlen, 0 nicht ausgenommen, 
sind, N aber nicht 0 und von x befreit ist, so ist klar, dass 
für jeden endlichen positiven oder negativen reellen Werth von 
x auch der Betrag der ganzen Function einen endlichen reellen 
Werth giebt, weil nämlich jedes Glied, also auch die Summe 
aller, einen reellen Werth giebt. Denkt man sich ferner einen 
für x angenommenen reellen Werth (x 0 ) durch ein proportio- 
nirtes Stück auf einer Abscissenlinie abgesteckt und den zuge- 
hörigen Betrag der ganzen Function durch eine entsprechende 
Ordinate dargestellt, so ist auch klar, dass, wenn die Werthe 
von x, die Abscissen, stetig auf einander folgen, auch die ent- 
sprechenden Beträge der Function, die Ordinaten, also auch 
ihre Endpuncte stetig auf einander folgen und eine einzige 
stetige Linie bilden. Wegen dieser Eigenschaft ist also eine 
ganze Function von x nothwendig immer eine stetige (con- 
tinuirliche). 
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Q9. 

Die erwähnte Linie, welche aus einer solchen Funötion 
hervorgehen würde, kann den Umständen nach ganz oberhalb 
der Abscissenlinie oder auch zu beiden Seiten liegen, mithin 
dieselbe ein- oder auch mehreremal schneiden. 

Die aus x * — 2x + 5 entspringende Linie z. B. bleibt in 
ihrer imendlichen Ausdehnung nach rechts und links stets ober- 
halb der Abscissenlinie, weil es keinen reellen Werth von x 
giebt, für welchen die Function x * — 2x + 5 gleich Null wird, 
denn setzen wir#* — 2* + 5 = 0, so folgt daraus x= 1 + 2y — 1; 
diese complexen Werthe von x lassen sich aber nicht durch 
eine Abscisse darstellen, obgleich der Betrag der Function für 
diese complexen Werthe = 0 wird. Die aus der Function 
x * — x — 6 entspringende Linie hingegen schneidet die Abscissen- 
linie zweimal und liegt also zu beiden Seiten derselben. Denn 

1 + 5 

setzen wir x* — x — 6 = 0, so folgt daraus: x=a — &c. 

100 . 

Aus dem vorstehenden § folgt nun, dass, wenn eine ganze 
Function: 

x H + Ax* - 1 + Bx*~ 2 + . . . + M# + N 
für zwei reelle Werthe von x ( x 0 und a^) Resultate von ent- 
gegengesetzten Vorzeichen giebt, d. h. eine positive und eine 
negative Ordinate, es dann nothwendig auch (wenigstens) einen 
reellen Werth von x geben muss, für welchen die Function 
= 0 wird. Denn die stetige Linie, welche die Function, wirk- 
lich construirt, geben, und welche durch die Endpuncte der 
positiven und negativen Ordinaten gehen würde, liegt theils 
oberhalb, theils unterhalb der Abscissenlinie und muss dieselbe 
also wenigstens einmal schneiden. 

101 . 

Lehrsats. In jeder ganzen Function: 

x* + Aa?*~ l + Ba?“ -2 +. . .+ Mx + N 



n 
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kann man statt x immer einen go grossen Werth setzen, dass 
das höchste Glied (x n ) grösser wird, als die Summe aller 
folgenden. 

1. Beweis. Diese Function lässt sich so schreiben: 

Nun kann man aber x so gross werden lassen, dass die 
auf 1 folgenden Brüche: ~, 80 klein werden, dass 

ihre Summe kleiner als 1 wird ; alsdarih ist aber offenbar auch : 
x" > Aa , h—1 + B.r" 2 + . . . + M.« + N. 

2. Beweis. Legt man in 4 -Aa" - 1 -f- . . . + Ma + N allen 
Coefficienten A,B,...N den Werth des grössten, den wir mit 
G bezeichnen wollen, bei, so kann man für x einen solchen 
Werth angeben, dass, selbst alle Vorzeichen als gleich ange- 
nommen, doch noch: 

a h )> G (a*" 1 -f- a w_2 + . . . + A-f- 1) oder: (Algebra § 254) 

i 

a^^G. — — - oder: 
x — 1 

G_ 

* — 1 x — 1 

und dies offenbar um so mehr, wenn: 



_ G . x n 

a«> — 



•(0 



yM 

a">G. 7 oder: 

x — 1 

x — 1>G, also: a>G+1. 

Setzt man diesen Werth von x in (1), so kommt auf der 
linken Seite mehr, als auf der rechten. 



102 . 

Lehrsatz. In jeder ganzen Function von der Form: 
/fAic”- 1 -f-Btf^+CA"“ 3 — Dx» -* — E.c"- 5 . . . — M* — N, 



Digitized by Google 




105 



in welcher nämlich ein oder mehrere unmittelbar auf einander 
folgende Anfangsglieder alle positiv, die darauf folgenden 
aber alle negativ sind, giebt es unter den unzähligen positi- 
ven Werthen, welche für x gesetzt werden können, nur einen 
einzigen, für welchen die Function = 0 wird. 

Beweis. Für x = 0 giebt die Function ein negatives Re- 
sultat ( — N). Lassen wir nun x von 0 an im positiven Sinne 
immerfort wachsen, so wird zuletzt x M allein schon grösser, als 
die Summe aller folgenden (§ 101), mithin muss x vorher schon 
einen solchen positiven Werth gehabt haben, für welchen 
die Function = 0 wurde (§ 100). Von da an aber bleibt bei 
wachsendem positiven x die Function immer positiv. Es giebt 
also nur einen positiven Werth von x, für welchen obige 
Function — 0 wird. 

'■ä . - >lr 



Lehrsatz. Wenn es in der ganzen Function: 
x" + Aar"- 1 -f- B.i»- 2 + . . . + M* + N 
für die unbestimmte Grösse x irgend einen Werth a giebt (er 
möge direct, invers, lateral oder complex sein), welcher die 
Function zu Null macht, so ist die Function nothwendig durch 
x — a ohne Rest theilbar. 

Nehmen wir des leichtern Verständnisses halber erst einen 
speciellen Fall. 

Die Function x * — 4.r 3 — 7.r*-J-22.r-|- 24 z. B. wird = 0, 
wenn man + 3 statt x setzt ; dass sie nun wirklich durch x — 3 
ohne Rest theilbar ist, zeigt zuerst die wirklich ausgeführte 
Division, indem (Algebra § 321): 

J- — — — x 3 — x * — lO.r — 8. 

X ' o 

Die Function x 4 — 4.« 3 — 7.; ,2 -f 22# + 26 wird für x — 3 
nicht == 0 und deshalb muss auch bei der Division derselben 
durch x — 3 ein Rest bleiben. Es ist nämlich: 



# 4 — 4# a — 7x* + 22x + 26 



—x 3 — x 2 — 10# — 8 H 

x — f» 



y 
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1. Beweis. Sei allgemein: 

-j- Aic" -1 •+■ Bä" -2 +. . . + + N ( 1 ) 

eine beliebige ganze Function und a der Werth, welcher, statt 
x gesetzt, dieselbe zu Null macht, so dass also: 

» 

a" + Aa*“ 1 + Ba— 2 + . . . + Ma + N = 0, 

so wird offenbar, wenn man, wie in vorstehendem Zahlenbei- 
spiel, mit x — a in x u + Az" -1 + . . . + Mz + N dividirt, der Quo- 
tient mit x”~ l anheben. Bezeichnen wir die Coefficienten des 
Quotienten mit A t , Bj. . ., so hat man: 

x'H- Az*- 1 .+Mx-fN . . u , , , ,, . XT . R 

— — =x»- 1 4-A I x 1 *-*-)- B l x*-* + . .+ M, x+N, +- — - 

x c* i“ a 

Dass nun aber der hier fingirte und jedenfalls von x befreite 
Best B nicht existirt oder B = 0 ist, folgt, wenn man auf beiden 
Seiten mit x — a multiplicirt. Dann ist: 

H-Ba"" *+..-i-MaH-N=(a!— a) {■z"' M-A,^ *-f ..-J-Mi aH-Nj j -f B 

Da nun beide Seiten dieser Gleichung für jeden Werth 
von x gleiche Besultate geben müssen, zufolge der Voraus- 
setzung aber für x—a die linke Seite = 0, und rechter Hand 
der Factor x — a, also auch das Product aus ihm und dem 
andern eingeklammerten Factor = 0 wird, so hat man, a statt 
x gesetzt: 

0 = 0 + B, mithin: E = 0 

Dieser Beweis ist von d’A le m b e r t , der folgende von Lagrange. 

2. Beweis. Aus der Voraussetzung: 

o" Aa M_1 -f- Ba* -2 + . . .+ Ma + N = 0 
folgt: N = — a H — Aa B_1 — Ba H_2 — . . . — Ma. 

Setzt man diesen Ausdruck für N in die Function (1), so 
wird sie: 

x" + Auz* -1 +. . . + Ma: — a" — A a" — 1 — . . . — Ma 
oder : x" — a" + A^" -1 — a* -1 ) -f- B(a;" -2 — a w-2 ) . . +M(z — a). 
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und es ist aus dieser Form nun klar, dass die fragliche Func- 
tion (1), was auch a sein möge, durch x — a ohne Rest theil- 
bar ist. (Algebra § 321, 2.) 

104 . 

Bildet man durch gewöhnliche Multiplication aus einfachen 
zweitheiligen Factoren (Formen ersten Grades) ein Product, 
so ist klar , dass das Product durch jeden der Factoren ohne 
Rest theilbar sein muss. Es ist z. B. : 

(* — l)(x — 3) (ar + 2) = x 8 — 2*»— 5* -J- 6 (.) 

und das Product rechter Hand muss durch x — 1, durch x — 3 
und durch x -f- 2 ohne Rest theilbar sein. 

Weil ferner, wenn man in der Gleichung (1) für x be- 
liebige Werthe setzt, auf beiden Seiten gleiche Resultate kom- 
men müssen, linker Hand aber jedesmal einer der Factoren 
= 0 wird, wenn man statt x die Zahlen 1, 3 und — 2 setzt, so 
muss für jeden dieser drei Werthe von x auch das Product 
rechter Hand = 0 werden, und es ist klar, dass für jeden an- 
dern Werth von x keiner der drei Factoren, also auch nicht 
das Product, = 0 wird. 

105 . 

Aus Formen ersten Grades, x — a, x — b , x — c& c., lässt 
sich durch gemeine Multiplication oder durch Variation das 
entsprechende Product entwickeln, und es ist einleuchtend, 
dass, wenn man u einfache Factoren, x — a, x — b &c. hat, das 
Product eine ganze Function vom nten Grade sein wird; wich- 
tiger ist nun aber die umgekehrte Frage: ob man wohl jede 
ganze Function vom nten Grade als ein aus Formen ersten 
Grades gebildetes Product betrachten darf und in solche zer- 
legen kann. Die Beantwortung dieser Frage hängt von der 
Theorie der hohem algebraischen Gleichungen ab. 

106 . 

Schon in der Algebra (§ 218) ist erklärt, dass in einer 
Gleichung mit nur einer unbekannten Grösse jede statt der 
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unbekannten gesetzte positive, negative, laterale oder coraplexe 
Grösse, welche der Gleichung Genüge leistet, eine Wurzel 
derselben genannt wird. Kommen in einer Gleichung nur ganze 
positive Potenzen der unbekannten Grösse vor und ist n der 
höchste Exponent, so heisst sie eine algebraische Glei- 
chung vom /iten Grade uud lässt sich, wenn man alle Glieder 
auf die linke Seite bringt, immer so formen: 

x" + A x”~ 1 + B.i' 1- 2 + . . . . + M# N = 0, 

so dass nämlich die linke Seite immer eine ganze Function ist. 

Sind alle Potenzen der unbekannten Grösse von der nten 
bis zur lten darin enthalten, so heisst die Gleichung voll- 
ständig, sonst unvollständig. 



107 . 

Die vorhin aufgeworfene Frage, ob sich jede ganze Func- 
tion vom «ten Grade, oder, was dasselbe ist, die linke Seite 
einer geordneten algebraischen Gleichung wten Grades von 
obiger Form immer in n einfache Factoren auflösen lässt, kommt 
darauf zurück, ob es für jede algebraische Gleichung immer 
einen Werth a giebt, welcher, statt der unbestimmten Grösse a: 
gesetzt, derselben Genüge leistet; denn wäre dies der Fall, 
so könnte man, wie in § 103 bewiesen, die lmke Seite 
•c“ 4- A* M_1 + . . • + Ala: -f - N durch x — a ohne Rest dividiren' und 
mithin dieselbe in z wei-Factoren auflösen, wovon der eine 
einfach (x — a) und der andere der Quotient: 

x ”- 1 + A 1 x n ~ 2 +..'. + M x « + Nj 

wäre. Von dem erhaltenen, um einen Grad niedrigem Quo- 
tienten gälte dann dasselbe wieder. Denn wäre b die Grösse, 
welche, statt x gesetzt, den Quotienten zu Null macht, so 
könnte man ihn wieder durch x — b ohne Rest dividiren und 
mithin in das Product (x — b) (/c“ ' 2 -t-A 2 .<: M_8 -(- . . .-j-M s ./:-f-N 2 ) 
auflösen &c. 

Liesse sich also beweisen, dass für jede (geordnete) alge- 
braische Gleichung immer ein Werth existirt, welcher, statt der 
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unbekannten x gesetzt, derselben Genüge leistet, so wäre man 
auch zu dem Schlüsse berechtigt, jede Gleichung vom nten 
Grade als ein Product aus n einfachen Facto ren betrachten 
zu dürfen. 

Diese n einfachen Factoren könnten dann, den Umständen 
nach, zum Theil oder auch alle reelle, imaginäre oder com- 
plexe Grössen, zum Theil oder auch alle verschieden oder auch 
gleich sein; im letztem Falle sagt man, die Gleichung habe n 
gleiche Wurzeln. 

So hat z. B. die Gleichung dritten Grades« 3 — 2« 2 — 5«+6=0 
drei reelle Wurzeln, zwei positive, 1 und 3, und eine negative, 
— 2, denn sie ist das Product aus (« — 1) (« — 3) (x +2), und 
die drei Werthe 1, — 2, 3 leisten ihr Genüge. 

Die Gleichung x s — 3« 2 -f-4 = 0 hat drei reelle Wurzeln, 
worunter zwei gleiche. Sie ist das Product aus (,r — 2) (« — 2) 
(■Z+ 1 )- 

Die Gleichung: « 2 — 2.r-(-5 = 0 hat zwei complexe Wurzeln, 
sie ist das Product aus (x — 1 + 2y — 1) (« — 1 -V-1)- 

108 . 

* Dass nun aber jede algebraische Gleichung nten Grades 
wirklich eine und folglich n Wurzeln habe (sich in n Factoren 
ersten Grades zerlegen lässt), dafür giebt es verschiedene Be- 
weise, von welchen wir hier den einfachsten U 11h err’ sehen 
(im Grell e’schen Journal) erläutern wollen. Dieser Beweis zeigt 
nämlich, dass es für jede ganze, in Bezug auf x rationale F unction : 

x H -f- A«* 1-1 4- B.r M_a -f- . . . -(- M« + N (i) 

immer einen Werth p + qi giebt , welcher statt x gesetzt die 
Function (1) annullirt.*) 

Was auch p und q für Werthe haben mögen (Null nicht 
ausgenommen), so können wir doch, zufolge § 83, immer 
p=Q . cos cp und q=Q . sin q, mithinp+fyi q (cos==(/>-j-i sin q) setzen. 

*) Wir nehmen hier die Coefficienten A, B, . . . N alle als reelle Grössen 
an, weil dies vermöge § 112, Beweis 2, genügt Vermöge §§ 113 und 
114 brauchte dieser Beweis nur für den speciellen Fall geführt zu 
Wörden, wo n eine grade Zahl und N positiv ist. 
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Substituiren wir nun diesen bequemem Ausdruck statt x 
in (1), so verwandelt eich die Function in: 

S Aß" -1 (cos cp + i ein cp)* -1 1 
(cosy+tsmq>) , *7 4 

Mp(co8<jD-H'sin<p) I 

mithin auch, zufolge der Moivre’echen Formel (§ 88), in: 

! Ap M_1 [cos(« — l)q>-|-i8m(n— l)gp]l 

Bf- too.1»- 2 )^''»»^- 2 >n + N.... (l) 

Mp(co8<p-J-fsing[>) j 

Um nun anschaulich zu machen, dass ee für p und <p 
Werthe geben muss, welche den Ausdruck (2) annulieren, wollen 
wir denselben, wie in § 82 gezeigt, bildlich darstellen, indem 
wir p und <p als veränderlich annehmen. Aus der unbegrenzten 
Zahlenebene, in welcher wir die fraglichen Werthe von x, 
nämlich p-\-qi oder p (cos <p i sin rp) zu suchen haben, können 
wir nun ein endliches begrenztes Stück ausscheiden, über 
welches hinaus sich p” jedenfalls nicht erstrecken kann, indem 
wir nämlich für p" zuerst einen so grossen Werth annehmen, dass : 

p" > A q"- 1 + Bp"~ 2 + . . ,+ Mp-f-N (s) 

was nach § 101 immer möglich ist. 

Beschreiben wir nun mit p"=OA einen Kreis um den Ntill- 
punct O, so muss die erste complexe Grösse in (2), nämlich: 
p“ (cos n(p -(- 1 sin ncp), für sich allein dargestellt, für jeden Werth 
von q>,Puncte derZahlenebene geben, welche alle auf diePeripherie 
dieses Kreises fallen, weil ja der Modulus dieser complexen Grösse 
für jedes g> immer =p B ist, nämlich : y(p 8 "cos s nqp+p*"sin*nqp)=p" 
(§ 85, Anmerkung). 

Denken wir unB für <p alle stetig auf einander folgenden 
360® 

Werthe von 0° bis —— gesetzt, so ist zuerst: 

Für qp*= 0, der Betrag der ersten complexen Grösse in (2), 



Digitized by Google 




111 



■■ p" (Punct A). Bezeichnen wir die Somme aller folgenden 
Glieder mit a + ßi, indem wir Kürze halber: 

Ap" _1 . cos(n — l)<p-f-Bp"~ 2 .cos(n — 2 )<f >+. . .-fMp cos g>+N=cr. .(4) 

Ap* -1 . sin (n — 1) «p+Bp" -2 . sin(n — 2)<p-|-. . .+Mp sin cp=ß. (#) 

setzen , so ist für g> = 0 , der ganze Betrag der Function (2), 
= p M + « (indem nach (5) für rp — 0 auch ß = 0). Weil nun 
Q n ~^> a,*) so ist auch, selbst wenn a negativ wäre, p Ä -|-a>0. 
Der Punct l 0 der Zahlenebene, welcher, für <p = 0, den ganzen 
Betrag der Function (2) darstellt, fällt nothwendig rechts von 
D E und zwar zwischen O und A, wenn o negativ, und über A 
hinaus, wenn, wie in der Figur angenommen, a (=At 0 ) positiv ist. 
90 

Für <p=— , also ny = 90° = DOA, ist in (2) der Betrag des 

ersten complexen Gliedes = p" . i (Punct D) und, indem wir die 
Summe aller folgenden Glieder für diesen Werth von <p wieder 
mit a + ßi bezeichnen und, wie in § 89 a gezeigt, dem ersten 
Gliede hinzufügen, ist der ganze Betrag der Function (2) 

=a + ((<"+•/?) i, mithin, wenn ß 
auch negativ wäre, doch p"4-£>° 
und der fragliche Punct der Zah- 
lenebene fällt nothwendig ober- 
halb desDurchmessers AB(und, 
je nachdem a positiv oder negativ 
ist, rechts oder links von DE). 
1 80 

Füry= — , also n<p = 180°, 

ist der Betrag des ersten com- 
plexen Gliedes=p"cosl80=»— p" 
(Punct B) und , indem wir die Summe der folgenden Glieder 
wieder mit a -\-ßi bezeichnen, der ganze Betrag der Function (2) 



*) Wenn man Glieder rechter Hand in der Ungleichheit (3) mit den 
cosinnB oder sinus beliebiger Winkel mnltiplicirt, so muss die Ungleich- 
heit bestehen bleiben, weil ja alle cosinus und sinus echte Brüche oder 
höchstens = 1 sind. 
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=( — Q n + «)•+- fti- Der ihn darstellende Punct der Zahlenebene 
fällt nun links von D E , weil die reelle Grösse ( — o n -f- a), 
wegen jedenfalls negativ ist. 

270 

Für <p = ~— f also ncp = 270 ist ig n sin 270°= — p".i. Der 

fragliche Punct fällt unterhalb AB, weil jetzt der Factor 
von i, nämlich : — q” -fr ß (wegen q h > ß), negativ ist. 

360 

Für (p = ~ , also ncp = 3 6 0 0 ist der ganze Betrag der Func- 
tion (2) = (o M — f - «) — J— ßi. Der fragliche Punct fällt jetzt wieder 
rechts von DE (und, je nachdem ß positiv oder negativ ist, 
oberhalb oder unterhalb AB). 

Es ist nun einleuchtend, dass für die Annahme eines so 
grossen Werthes von q, für welchen die Ungleichheit (3) be- 
steht, für keinen Werth von cp der fragliche Punct t mit dem 
Nullpunct 0 zusammenfallen kann, weil der Modulus des ersten 
complexen Gliedes stets grösser ist, als der Modulus von der 
Summe aller folgenden Glieder (p">y«*-t-^ 2 , § 89 a, Zusatz).*) 

Die in (4) und (5) durch a und ß vertretenen Ausdrücke 
ändern sich stetig mit dem Winkel cp, so dass, wenn cp sich 
um eine sehr kleine Grösse ändert, sich nothwendig a und ß 
auch nur um sehr kleine Grössen ändern. Deshalb müssen die 
erwähnten Puncte t 0 , t l) . . .stetig auf einander folgen und in 
einer gewissen krummen Linie den Nullpunct umschlingen.**) 



*) Wenn auch für irgend einen Punct M, welcher den Betrag dea 
ersten complexen Gliedes in (2) darstellt, « und ß, statt positiv, wie hier 
in der Figur angenommen, (M v—a, vt—ß) beide negativ (Mw‘, v' l 1 ) und 
so beschaffen wären, dass der Modulus <'M = v'“ , +/5 s grade auf den Mo- 
dulus OM = p»‘ fiele, so würde der Punct t‘ doch den Nullpunct 0 nicht 
erreichen, weil p > ß l - 

**) Wollte man w noch weiter wachsen lassen, z. B. von bis 

n 

2 360 

— , also rup von 360° bis 2.360°, so erhält man noch eine Windung, 

und für <p = 0 bis = 360", also von rup = 0 bis ny = n.360 im Ganzen 
n Windungen, die aus angegebenem Grunde (p’ l >V' “*+/**) alle um den 
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Lassen wir nun q stetig bis zu Null abnehmeu, und den- 
ken uns für jeden Modulus von g" = OA bis (»”=0 die Con- 
struction des ganzen Ausdrucks (2) ausgeführt, so wird offenbar 
die ganze Kreisfläche A D B E mit concentrischen, sich stetig 
an einander legenden Peripherien ganz ausgefüllt. Gleichzeitig 
müssen auch die diesen unzähligen Peripherien entsprechenden 
Windungen sich stetig an einander legen. Und diese Windun- 
gen, die anfangs den Nullpunct O umschlangen, müssen für sehr 
kleine q ganz ausserhalb desselben liegen. Denn setzt man 
p = 0, so reducirt sich der ganze Ausdruck (2) auf das letzte 
constante Glied N, und dies giebt, construirt, einen Punct h, der 
ausserhalb des Nullpuncts O auf AB fällt, und zwar rechts 
oder links von DE, je nachdem N positiv oder negativ ist. 

Nun kann man sich aber q, also auch den Modulus p M ,.so 
klein denken, dass in (2) die constante Grösse N grösser 
bleibt, als die Summe aller vorhergehenden reellen Glieder. 
Die diesem p" entsprechende kleine Windung (indem man für <p 

* 3 GO 

wieder alle Werthe von 0 bis — gesetzt denkt) wird jetzt 

nicht den Nullpunct O, sondern den für p = 0 entsprechenden 
Punct Ä umschlingen. Es muss also nothwendig zwischen p" = OA 
und p*‘ = 0 ein solcher Modulus p“ existiren, für welchen die 
Windung den Nullpunct weder umschlingt, noch ganz ausserhalb 
desselben liegt, sondern durch denselben hindurchgeht. Ueber- 
dies ist auch klar, dass alle Puncte des von der ersten Windung 
<o<« und der graden Linie nt 0 begrenzten Stücks der Zahlen- 
ebene, mithin auch der Nullpunct O zum Vorschein kommen 
müssen, und hiermit ist nun bewiesen, dass es für p und cp solche 
Werthe giebt, welche den Ausdruck (2) zu Null machen, folglich 
auch, weil wir p(cos y+tsingp) statt p-\-qi substituirt haben, 



Nullpunct 0 herumgehen. Die in der Figur nur angedeutete Eine Win- 
dung entspricht der bekannten Function: 

81 (cob4 <p-\- i sin 4 y)-f-54 (cos2y -f-*'sin 2y)-(-5, 

welche aus der Gleichung: x* -|- 6-r 1 4-5=0 entspringt, wenn man darin 
z = p(cos y-fisin^/) und dann p = 3 setzt. 

Lübsen's Analysis. 8 



4 
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dass für x wenigstens Ein Werth von der Form p -|- gt (wo je- 
doch p oder q auch = 0 sein kann) existirt, welcher die ‘Func- 
tion (1) annullirt, mit andern Worten: jede rationale algebrai- 
sche Gleichung nten Grades hat eine Wurzel und mithin n 
Wurzeln (§ 107). 

109 . 

% 

Ueber die nicht leichte Theorie der hohem Gleichungen 
haben sich die Mathematiker von je her sehr viel den Kopf 
zerbrochen. Je näher man ihr auf die Spur gekommen zu 
sein glaubt, sagt Montucla, je tiefer verkriecht sie sich. Die 
Lösung der verwickelten quadratischen Gleichungen erforderte 
schon einen kleinen Kunstgriff. Mit den hohem Graden aber 
steigern sich auch die Schwierigkeiten, und obgleich die gröss- 
ten Aholysten sich angestrengt haben, diese sich thürmenden 
Schwierigkeiten zu überwinden, so ist doch bis jetzt, was die 
Hauptsache, nämlich die Auflösung der hohem Gleichungen, 
d. i. die Auffindung ihrer Wurzeln betrifft, das erwünschte 
Ziel noch nicht erreicht, jedoch sind mehrere schon an sich 
merkwürdige Sätze aufgefunden worden, w r elche vielleicht dazu 
beitragen können, an dies Ziel zu gelangen. Die wichtigsten 
dieser Sätze, zu welchen die vorhergehenden die Grundlage 
bilden, w ollen wir im Folgenden mittheilen. 



2. Eigenschaften. 

110 . 

Bildet man aus n einfachen Factoren x — a,, x — a 2 . . . x — o,„ 
das Product x" + Aa" -1 + . . + M# -f- N, so sind die Coeffici- 
enten A, B . . . N des Products im Voraus durch die Grössen 
a 1> « 2 . . . bestimmt. Mit andern Worten: die Coefficienten in 
einer algebraischen Gleichung sind Functionen von den Wur- 
zeln. Es sollen nun diese Functionen, d. h. die Beziehungen, 
welche unter den Qoefficienten einer Gleichung und ihren 
Wurzeln stattfinden, gefunden werden. 



Digitlzed by "Google 




115 



Man denke sich zu dem Ende die n einfachen Factoren, 

wie angedeutet, unter einander gestellt, die Zeiger 1, 2 einge- 
führt, und das Product nach § 26 durch Variation gebildet, so 
ist leicht einzusehen, dass, weil der Zeiger 1, an welcher Stelle 
er auch stehen möge, immer x bedeutet, der Zeiger 2 aber in 
der letzten Stelle x x , in der vorletzten 
o 2 &c. vertritt, und jede Variationsform t o 

immer n Factoren enthält, die erste: 

1 11 1 . . . 11 1,= ist. Die zweite Va- 
riationsform ist 1 1 1 1 ... 1 12, = oj.«*' 1 . 

Da nun aber der Zeiger 2 an allen 
n Stellen zu stehen kommt, so braucht 
man die ihn enthaltenden Variations- 
formen nicht alle zu bilden. Man kann 
dieselben jetzt auf kürzerm Wege er- 
halten. Die Summe der Coefficienten 
x "~ 1 oder der Coefficient A ist 



x—a n 
x — «„_! 



“4 

x—a^ 

X Oj 

x — a t 



1 1 11 ... 1 1 1 ,=*" 

1111 . . .U2 / ==a 1 x^ 1 

1111. . .121, =o 2 .r"- 1 

11 11 .. . 1 22 , = 0 ,^”-* 

1111. . .211, =a 8 .r"- 1 

.212,=u 1 a 3 .r M '* 



1111 . 



«ja,,«" 



von 

offenbar gleich der Summe der Com- 
binationen aus a 2 . . . a„ zur ersten 
Classe, d. i. gleich der Summe aller 
Wurzeln, jedoch mit umgekehrtem 
Vorzeichen. Denn wären z. B., wie 
hier angenommen, alle W urzeln positiv, 
so kommen sie in den einfachen zwei- 
theiligen Factoren x — a lt x — a g &c. 
alle mit dem Minuszeichen vor und 
umgekehrt. Dasselbe gilt offenbar 
auch, wenn die Wurzeln theils positiv, 
theils negativ sind. Da ferner aus der 
Variationsform 1111... \22,=a l a g x H ' * 
alle übrigen, in welchen der Zeiger 2 
an zwei Stellen vorkommt, hervor- 
gehen, indem man diese Form permutirt denkt, wodurch offenbar 
der Zeiger 2 oder die Elemente % a g . . . a„ in allen möglichen 
(Kombinationen zur zweiten Classe zum Vorschein kämen, so ist 
offenbar die Summe der Coefficienten von ,c M ‘ £ , d. i. der Coef- 
ficient B, gleich der Summe der Combinationen aller Wurzeln zur 



2111. 
2111. 
2111 . 
2111. 



.11 l,=ti M .i’'' 1 

. 112 ,= 

. 121 
. 122 



2222. . . 222,=a 1 a s ..a M 
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zweiten Classe, und zwar mit demselben Vorzeichen. Denn 
welche Vorzeichen die Wurzeln auch haben mögen, so wird 
das Product aus je zwei, mit denselben oder umgekehrten 
Vorzeichen, doch dasselbe; z. B. . dg = ( — a,) ( — a 2 ); 
a i • ( — l h) — — % • («a) &c. 

Eben so ist nun wohl einleuchtend, dass die Summe der 
Coefficienten von d. i. C, gleich ist der Summe aller Com- 
binationen der Wurzeln a^a^. . .a H zur 3ten Classe, aber mit 
umgekehrten Vorzeichen. Denn wären alle Wurzeln -+- oder 
alle — , so würde offenbar das Product aus je drei das umge- 
kehrte Vorzeichen haben. Dasselbe gilt auch, wenn die Wurzeln 
verschiedene Vorzeichen haben. Denn wären z. B. drei Wurzeln 
-\-a, — b, — c, so wäre das Product + abc. Weil aber in den 
einfachen zweitheiligen Factoren der Gleichung die Vorzeichen 
der Wurzeln entgegengesetzt sind, x — a, x-\-b, x-\-c, so muss 
sich im Product auch das V orzeichen von a b c umkehren &e. 
Das letzte Glied N ist demnach das Product aus allen Wurzeln 
mit demselben oder umgekehrten Vorzeichen, je nachdem dieses 
letzte Glied ungrade oder grade ist. In Zeichen; es ist in: 

x H + Kx n ' 1 + Bo.-"-* + Ca"- 8 -K . .+ Ma- + N = 0, 
wenn a, a., a, i . . . a u die Wurzeln bedeuten, allemal: 

— («i + % + «s +••• 4“ « «) = — C (ö! a 2 . . . a*) 

2 

-(-<*! a 3 -(-. . + a».,a K == C {aj « 2 . . . a„) 

3 

— («i «« a 3 -f- % a 2 — C (a, a 2 . . . a u ) 

• M 

+ (</, a 2 a 3 «h)=+ €(<?! Og. . .a„) 

m. 

Aus vorstehendem § folgt, dass, wenn in einer Gleichung 
*+. . . + M.r-)-N = 0 das zweite Glied fehlt, also A=0 
ist, dann die Summe aller Wurzeln auch = 0 ist. Fehlte das 
dritte Glied, also B = 0, so wäre die Summe der Producte aus 
je zwei der Wurzeln == 0 &c. 



A = 
B = 
C = 

N = 
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Bilden wir z. B. aus den drei Wurzeln + 1, + 2 und — 3 
die entsprechende Gleichung: 

(* — 1)(* — 2)(* + 3) = * 3 — 7*+6 = 0, 

so fehlt in dieser unvollständigen Gleichung dritten Grades das 
zweite Glied, weil die Summe der Wurzeln 1 +2 — 3 = 0 ist. 
Die Summe der Producte aus je zwei mit demselben Vorzeichen 
genommen ist 1.2 — 1.3 — 2 . 3 = — 7. Das Product aus allen drei 
näit umgekehrtem Vorzeichen genommen ist = — 1 . 2 . ( — 3)=-J-6. 

112 . 

Lehrsatz. Wenn eine Gleichung mit r e e 1 1 e n Coefficienten : 

*“ •+■ A*“' 1 + Bi -B ~ 2 -f- . . . -+■ AD N= 0 

eine imaginäre Wurzel von der Form a-\-ßi hat, so hat sie 
nothwendig auch noch eine zweite, die sogenannte conjugirte 
Wurzel von der Form « — ßi. 

1. Beweis. Ist a + ßi eine Wurzel der Gleichung, so 
ist x — a — ßi einer der n einfachen Factoren. Da nun die Coef- 
ficienten A, B...N reelle Grössen sein sollen, so muss sich 
unter den n einfachen Factoren der Gleichung nothwendig noch 
ein zweiter Factor von der Form x — a ßi befinden; denn 
nur der Factor,* — a + ßi giebt, mit x — « — -ßi multiplicirt, 
ein reelles Product. Es ist nämlich: 

(* — a — /St )(* — a + ßi) = (x — a) 2 + ( tJ a =** — 2 a* + 

2. Beweis. Ist a + ßi eine W urzel der Gleichung, so kommt, 
wenn man diese Grösse statt x substituirt, ein Resultat von 
der Form T + Ui, und es ist klar, dass alle graden Potenzen 
von ßi, weil reell, in T, und alle ungraden Potenzen von ßi in 
Ui enthalten sind. Setzt man a — ßi statt *, so muss, weil die 
graden Potenzen von — ßi dieselben wie von + ßi, die ungraden 
Potenzen von + ßi und —ßi aber entgegengesetzt sind, offenbar 
das Resultat der Substitution = T — Ui sein, mithin, wenn aß-ßi 
eine W urzel, als T = 0, U = 0 ist, so ist auch a — ßi eine W urzel. 
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Wenn also eine Gleichung mit reellen Coefficienten ima- 
ginäre Wurzeln hat, so sind sie immer gepaart vorhanden. 

Hat man also eine solche Wurzel a-\-ßi nachgewiesen, so kann 
man die linkeSeite gleichdurch(a?-of-/9i)(.r-«-|-/9i)=a: s -2cr«-f-Q *+$* 
dividiren. Indem entstehenden Quotienten : x"~ 2 +AjA- m ' 3 -|-. ..+N s 
sind die Coefficienten wieder reelle Grössen. (Vergl. Rand- 
anmerkung § 108.) 

113 . 

Lehrsatz. Eine Gleichung von unpaarem Grade hat we- 
nigstens eine reelle Wurzel, und zwar eine positive oder 
negative, je nachdem das letzte Glied negativ oder positiv ist. 

Beweis. Man denke sich die linke Seite construirt. Setzt 
man x — 0 , so giebt das letzte Glied N die Ordinate. Nun 
kann man für x einen so grossen Werth + a gesetzt denken, 
dass das erste Glied grösser wird, als die Summe aller folgenden, 
und das entgegengesetzte Vorzeichen von N hat &c. (§ 100). 
So hat z. B. die Gleichung: 

a 5 + 3a* + Ix + 7 = 0 

wenigstens eine reelle (negative) Wurzel. Denn setzt man a=0, 
so ist der Betrag der linken Seite = 4- 7, und setzt man x nur 
= — 2, so ist der Betrag der linken Seite = — 17 &c. (§ 1 00), 

114 . 

Lehrsatz. Eine Gleichung von p aarem Grade, deren letztes 
Glied negativ ist, hat wenigstens zwei reelle Wurzeln, 
eine positive und eine negative. 

Beweis. Sei die Gleichung: 

a*" + A.z* m - 1 +. . . -J- Ma — N = 0. 

Denkt man sich die linke Seite construirt und setzt .«=0, so 
erhält man eine negative Ordinate, — N. Setzt man hierauf für 
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x eine hinreichend grosse positive und auch negative Zahl 
+ a, so wird ( + a) im positiv und grösser, als die Summe aller 
folgenden Glieder, wenn auch alle negativ wären. Man hat 
also rechts und links der negativen Ordinate — N noch eine 
positive Ordinate, und die Linie, welche durch aller drei End- 
puncte geht, muss die Abscissenlinie wenigstens zweimal 
schneiden. (§ 100.) 



115 . 

Lehrsatz. Ist eine Gleichung von paarem Grade und ihr 
letztesGlied positiv, so können alle ihre Wurzeln imaginär 
sein. 

Beweis. Aus § 112 lstem Beweis folgt, dass, wenn alle 
Wurzeln einer Gleichung imaginär, folglich auch gepaart sind, 
das letzte Glied, nämlich das Product, aus den gepaarten ima- 
ginären Wurzeln immer positiv ist. (§ 110.) 

ne. 

Lehrsatz. Wenn die Wurzeln einer Gleichung alle reell 
und ganze Zahlen sind, so sind die Coefficienten der Gleichung 
nothwendig auch ganze Zahlen, und die Wurzeln sind in diesem 
seltenen Falle leicht zu finden, indem man das letzte Glied in 
Factoren zerlegt, dann diese Factoren, sowohl positiv als ne- 
gativ genommen, statt x substituirt und zusieht, welche von 
ihnen der Gleichung Genüge leisten. 

Beweis. Dies folgt aus der Bildung der Gleichung § 110, 
womach das letzte Glied = dem Product aus allen Wurzeln ist. 

117 . 

Lehrsatz. Sind in einer Gleichung alle Coefficienten 
ganze Zahlen, so sind die etwaigen reellen Wurzeln, wenn 
sie keine ganze Zahlen sind, nothwendig irrational. 

Beweis. Angenommen: es sei ein echter oder unechter 

Brach — eine Wurzel der Gleichung: 
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x" + Ax“~ 1 -f- B j*" 2 + . . . -f- Mi - + N = 0, 

/jW sjti - 1 sjti-2 n 

mithin: f n + A^. 1 + B^ r2 + ... + M-J + N=0. 

Dass nun aber diese letzte Gleichung nicht möglich ist, leuchtet 
ein, wenn man mit &”* 1 multiplicirt ; dann hätte man: 



^+Aa B - 1 +Ba"- 2 6 + . . .+Mai , '- 2 +N6"- I =0. 
0 



Da nun das erste Glied -j- keine ganze Zahl sein kann 



(Algebra § 316), alle darauf folgenden aber nach der Voraus- 
setzung ganze Zahlen sind, so ist klar, dass der Betrag aller 
Glieder nicht = 0 sein kann. 

Die Gleichung x s — 10x i — lOx — 6=0 z. B. hat eine Wurzel 

5 5 

x^=y 2-j-y 4. Die Gleichung x 6 — 6x 4 — 28** — 18^ 2 -j-12j; — 2=0 
6 s 

hat eine Wurzel x=y 2 + y2 + -j/2. 



118. 



Den vorhergehenden §§ fügen wir noch folgende sich von 
selbst verstehende Sätze ohne Beweis hinzu: 

1) Wenn alle Glieder einer Gleichung das Zeichen 
haben, so hat eine solche Gleichung keine positive Wurzeln 
(§ HO). 

2\ Wenn alle Wurzeln einer Gleichung reell und negativ 
sind, so ist die Gleichung nothwendig vollständig, und alle 
Glieder sind positiv. 

. 3) Wenn eine Gleichung lauter grade Potenzen der unbe- 
kannten Grösse enthält, so sind die Wurzeln paarweise gleich, 
aber entgegengesetzt. Denn wenn + « der Gleichung Genüge 
leistet, so muss auch, der graden Potenzen halber, — a der- 
selben Genüge leisten. 



3. Umformung der Gleichungen. 



119. 

Um aus einer Gleichung: 

x n -I- Ax”- 1 + Bj;’“ 2 + . . .+ M* + N = 0 (i) 
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eine andere abzuleiten, deren Wurzeln sämmtlich um eine be- 
stimmte Grösse, h, grösser sind, setze man y — h statt x, so er- 
hält man die neue Gleichung: 

(y—h)*+A(y— h)”- 1 +B(y—h) n - 2 +. . , + M(y— Ä)+N = 0 . . .(*) 

und es ist klar, dass, wenn irgend ein Werth a, statt x gesetzt, 
der Gleichung (1) Genüge leistet, dann der Werth a-\-h, statt 
y gesetzt, der Gleichung (2) Genüge leistet. 

Umgekehrt werden alle Wurzeln der Gleichung (1) um die 
beliebige Grösse h kleiner, wenn man y+h statt x substituirt. 

Beispiel. Die Wurzeln der Gleichung: 

x *— 2x* — 9* + 18 == 0 , . . .(s) 



sollen alle um 1 verkleinert werden. 

Setzt man y + 1 statt x, so hat man : 

0+ 1)»— 2((/+l) 8 — 9(y+l)+18 = 0, 
oder entwickelt: 

y a + y* — ioy + 8=*o (*) 

/ 

Die Gleichung (3) hat die Wurzeln 2, 3, — 3 ; die Gleichung 
(4) aber die Wurzeln 1, 2, — 4. 

120 . 

Vorstehender Satz kann benutzt werden, um aus einer 
Gleichung eine andere abzuleiten, in welcher das zweite Glied 
fehlt. Soll z. ß. aus der Gleichung: 

x 8 -2x 3 — 9x+ 18 -=0 (i) 

eine andere abgeleitet werden, in welcher das zweite Glied 
fehlt, so setze man vorläufig y + h statt x, entwickele und 
ordne, so kommt: 

y s f(3/t— 2) ,y*+ (3A S — 4/t — 9) .y+(h*— 2h*— 9A+18)=.0 . . (*) 
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Damit nun das zweite Glied, (3/t — 2) y\ herausfällt, nehme 
man h so, dass 3 h — 2 = 0, mithin A=-f, so erhält man die 
Gleichung : 



y s 



31 , 308 

3 y+ 27 



0... (3) 



In dieser vom zweiten Gliede befreiten Gleichung (3) sind die 
Wurzeln um $ kleiner, als in der Gleichung (l).- 
Allgemein, um aus der Gleichung: 

tc- + Ate»- 1 + Ba"* + . . . + M* + N = 0 

eine andere abzuleiten, in welcher das zweite Glied fehlt, muss 
A 

man y — — statt x substituiren. Denn setzt man y -f h statt x, 
so hat man: > 

G, + Ä)« + A(y + /t)»- 1 +B(y + Ä)"-*+ . . . + M(y + Ä) + N=0, 
oder entwickelt: 

y+(«A+A).y->+ 1 )Ä. A+b} .y-*+. =0. 

Damit das zweite Glied herausfällt , muss nh -j- A = 0, mithin 
A 

Ä = sein. Wollte man das dritte Glied fort sch affen , so 

n 

hätte man, um h zu bestimmen, eine quadratische, und um das 
vierte Glied fortzuschaffen, eine cubische Gleichung zu lösen &c. 



121 . 

Um aus einer Gleichung: 

*" + Aa: n ' 1 + BÄ“** + . . . -f- M.r + N = 0 

eine andere abzuleiten, deren Wurzeln h mal grösser oder 

kleiner sind, setze man in ersterem Falle ~ und im andern 

n 

Falle hy statt x. Diese Umformung könnte benutzt werden, 
wenn mehrere Wurzeln sehr nahe gleich sind, indem man 
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durch hinreichende Vervielfachung der Wurzeln dieselben weiter 
aus einander bringen kann, so wie auch, um aus einer Glei- 
chung, deren Coefficienten Brüche sind, eine andere abzuleiten, 
deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Man braucht zu diesem 
letztem Zwecke nur sämmtliche Wurzeln der ersten Gleichung 
mit dem allgemeinen Nenner zu multipliciren. Soll z. B. aus 
'der Gleichung: 

* 6 _ y *+-|- , “0 («) 

eine andere abgeleitet werden, in welcher die Coefficienten 

ganze Zahlen sind, so substituire man statt x, so kommt: 

1 z 

li_l JUi-=o 

12 5 3 ‘ I2 4 ' 4 12* 2 ’ 12' 6 

oder: y* — 8y 4 + 432/— 10368^ + 207360 = 0. 

In dieser Gleichung mit ganzen Coefficienten sind alle Wurzeln 
12mal grösser, als die der Gleichung (1). 

122 . 

Um aus einer Gleichung eine andere mit grade entgegen- 
gesetzten Wurzeln abzuleiten, setze man — x statt x. Die 
Gleichung : 

x a — 2x*— 9«+ 18 = 0 

hat die drei Wurzeln 2, 3, — 3. Die Gleichung: 

( — 4?)* — 2 (— #)* — 9 ( — x) +18 = 0 
oder: x s +2«* — 9x — 18 = 0 

hat die Wurzeln — 2, — 3, +3. 

123 . 

Um aus einer Gleichung eine andere abzuleiten, deren 



i 
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j 

i 



Wurzeln die reciproken*) Werthe der erstem sind, substituire 
man — statt x. Die Gleichung: 

x i — 2x * — 9z 18=0 



enthält die Wurzeln 2, 3, — 3. Setzt man— statt x, so kommt: 



— 9.— + 18 = 0 

y s y* D 

oder: 1 — 2 y — 9^®+18^ s =0 

^_iy._i y + -L = 0 . 

Letztere Gleichung hat die drei Wurzeln: {, -J, — 



124 . 



Erklärung. Wenn in einer Gleichung zwei gleiche Vor- 
zeichen unmittelbar auf einander folgen, so nennt man dies 
eine Folge, und wenn zwei entgegengesetzte Vorzeichen auf 
einander folgen, eine Abwechselung der Vorzeichen. So 
hat z. B. die Gleichung: 

x * — 2 #* — 9 #+ 18 = 0 

zwei Abwechselungen -1 , j-> und eine Folge . 

Es ist klar, dass in einer vollständigen Gleichung vom 
wten Grade die Summe der Folgen und Abwechselungen —n ist. 



125 . 

Lehrsatz. Eine Gleichung (vollständig oder unvollständig) 
kann nicht m e h r positive Wurzeln haben, als Abwechselungen. 



*) Wenn der Werth einer Wurzel 



=a ist, so heisst — der reciproke 



Werth derselben. 
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Beweis. Nehmen wir folgende (vollständige oder unvoll- 
ständige) Gleichung von beliebigen Vorzeichen: 

x n + . . . — M.t f — . . .+N# ? -|-. . . ++P-r r + . . . +T=0 ( 1 ) 

die nach den Exponenten, so wie sie von n an kleiner sind, 
geordnet ist, so können wir annehmen, dass die beiden ersten 
Glieder entweder unmittelbar auf einander folgen oder doch 
die etwa dazwischen liegenden Glieder alle das 4- Zeichen 
haben und mithin bei M die erste Abwechselung stattfindet. 
Bei N finde eben so die zweite Abwechselung statt Zwischen 
N und + P mögen beliebig viele Abwechselungen fallen, beiP 
aber die letzte, d. h. Px r ist entweder das letzte Glied (wenn 
r — 0), oder die noch folgenden Glieder haben dasselbe Vor- 
zeichen wie P. Irgendwo muss nothwendig die t letzte Ab- 
wechselung stattfinden. 

Um nun aus dieser Gleichung die nächst höhere zu er- 
halten, welche die neue positive Wurzel -f- a enthält, müssen 
wir sie mit x — a multipliciren. Die Multiplication mit x lässt 
alle Vorzeichen unverändert, die Multiplication mit — a aber 
kehrt sie alle um, und man erhält: 



. . — M 


xp+ 1 — . , + N 


a*+4-. .++P 


ä'+H- . .+T* 


— t* 




± 71 1 


+ ..+ + Ta 



*"+4-. . — M 1 ^ 1 — . .+N 1 **+ 1 -|-. . . +PV+ 1 +Ta...(i) 



Weil in Gleichung (l) von x n bis — Mafi alle Vorzeichen 
+ sind, so ist klar, dass, wenn die Multiplication mit — a noch 
ein Glied in ^)'+ 1 giebt, dies Glied {ux p + *) und mithin auch 
M 1 nothwendig negativ ist. Aus demselben Grunde ist N 1 po- 
sitiv, ob in (1) zwischen M^und Nar’noch ein Glied in xi+ x 
enthalten ist oder nicht, d. h. ob v positiv oder Null ist &c. 
Man sieht also, dass es in der neuen Gleichung (2) von x”+ l 
bis + P.r r + 1 wenigstens eben so viele Abwechselungen giebt, 
als in der ursprünglichen Gleichung (1) von x n bis Pa; r . Von 
da an giebt es in der Gleichung (1) keine Abwechselungen 
mehr, in der neuen Gleichung (2) jedoch wenigstens noch 
eine Abwechselung von +P 1 ,r r + 1 bis + Ta. 
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Da nun jede (vollständige oder unvollständige) Gleichung 
als ein Product aus einfachen zweitheiligen Factoren gedacht 
werden kann, und jeder einfache Factor, der einer positiven 
Wurzel entspricht (j? — a ), wenigstens einen Zeichenwechsel 
giebt, so ist klar, dass eine jede Gleichung wenigstens so viele 
Zeichenwechsel als positive Wurzeln hat, oder, was dasselbe 
ist: eine Gleichung kann jedenfalls nicht mehr positive Wurzeln 
als Abwechselungen haben. Diesen strengen Beweis hat G a u s s 
zuerst gegeben. 

126 . 

Weil nach § 122 die negativen Wurzeln in positive und 
umgekehrt verwandelt werden, wenn man — ,r statt +x setzt, 
so ergiebt ,sich noch ein zweiter Lehrsatz, nämlich : eine Glei- 
chung kann nicht mehr negative Wurzeln haben, als die in 

— * umgeformte Gleichung positive hat. ' 

So kann z. B. die Gleichung: 

« 7 — 3.r* + 4.t + 6 = 0 (i) 

höchstens nur zwei positive und eine negative Wurzel haben, 
denn die Gleichung hat nur zwei Abwechselungen, und die in 

— x umgeformte Gleichung, nämlich # 7 -J- 3# 2 + 4x — 6 — 0, hat 
nur eine Abwechselung. Da nun aber die Anzahl aller Wur- 
zeln — 7 ist, so muss die Gleichung wenigstens vier imaginäre 
Wurzeln haben. 

127 . 

Nach vorstehenden beiden §§ kann man also nicht im 
Voraus bestimmen, wie viel reelle und wie viel imaginäre 
Wurzeln eine vorgelegte Gleichung hat, wohl aber, wie viel 
reelle Wurzeln sie höchstens haben kann, und wenn diese 
Zahl kleiner ist, als der Grad der Gleichung, wie viel imagi- 
näre Wurzeln sie dann wenigstens haben muss 

128. 

Ist eine Gleichung vollständig, und sind alle ihre Wur- 
zeln reell, so hat sie offenbar just so viel positive Wurzeln, 



0 
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als Abwechselungen, und so viel negative, als Folgen der Zeichen, 
weil die Summe der Folgen und Abwechselungen einer voll- 
ständigen Gleichung mit dem Grade derselben übereinstimmt 

129 . . 

Wir haben nun in dem Vorhergehenden die wichtigsten 
Sätze über die algebraischen Gleichungen mitgetheilt, welche 
möglicherweise zur Entdeckung einer bequemen Auflösungs- 
methode behülflich sein könnten, die, wie schon in § 109 be- 
merkt, bis jetzt noch nicht gefunden ist. Die höchst langwei- 
ligen und mühsamen Methoden, welche man in den Lehrbüchern 
angegeben findet, beruhen alle auf einem Tappen. Nur zwei 
in neuerer Zeit angegebene verdienen erwähnt zu werden. Er- 
stens die Gräfe’ sehe, welche den von der Berline» Academie 
darauf gesetzten Preis erhielt. Man findet diese von Encke 
verbesserte Methode in dem Berliner astronomischen Jahrbuch 
von 1841. Diese Methode ist aber so unerträglich weitläufig und 
beschwerlich, dass selbst ein so ausserordentlich schneller Rech- 
ner wie Encke dennoch volle drei Stunden gebraucht, um 
darnach nur eine Gleichung vom siebenten Grade aufzulösen, 
d. h. alle ihre reellen sowohl als imaginären Wurzeln zu finden. 
Zweitens die Methode von Gaues.*) Diese ist allerdings be- 
deutend bequemer, passt aber nur für dreigliedrige Glei- 
chungen. Diese beiden Methoden würden zusammen einen Band 
füllen, und können schon deshalb hier nicht Platz finden. 

Bei den Anwendungen der hohem Gleichungen auf wirk- 
liche Fälle des practischen Lebens kommt es jedoch sehr häufig 
vor, dass man nicht alle Wurzeln, sondern nur eine (und zwar aus 
andern Gründen oftmals schon halbweg bekannte) positive Wur- 
zel zu bestimmen braucht. In solchen Fällen kann man dann, 
jedenfalls viel bequemer, auf folgende indirecte Weise verfahren: 

Man substituire die näherungsweise bekannte oder gemuth- 
masste Wurzel. Das Resultat der Substitution wird dann zeigen, 



*) Ga uss Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen. 
Göttingen, in der Dieterich’schen Buchhandlung. 
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ob die Wurzel zu gross oder zu klein ist. Macht man mit der 
allmälig veränderten Wurzel ein paar Substitutionen mehr, so 
wird man die Wurzel so genau erhalten, als die practischen 
Zwecke es erfordern.*) 

Weiss man, dass die gesuchte Wurzel > 1 ist, so kann 
man die Gleichung auch auf die höchste Potenz der Unbe- 
kannten reduciren und umgekehrt, wenn die Wurzel •<[ 1 ist. 
Sucht man z. B. die positive Wurzel der Gleichung: 

. x 3 — 2x — 5=0, 

welche offenbar > 2 (§ 1 1 3), so hat man aus # 8 =5-}-2.r: 

s 

,r=y 5 -\-2x. (i) 

3 

Setzt man 'rechter Hand x=2, so ist ,r=y9 = 2,08. . setzt 

3 

man auf’s Neue rechter Hand x — 2,0 8, so ist.r=y 9,16 =2,092 . 

3 3 

dann: .r = y 9,184 = 2,094. Ferner ar=y 9,188 = 2,0945 (bis auf 
vier Decimalen genau). 

Der Taylor 'sehe Lehrsatz bietet übrigens noch leichtere 
Mittel dar, und es scheint, als wenn eine vollständige Theorie 
der höheren Gleichungen die Differentialrechnung nicht ganz 
umgehen kann. 



*) Die Hegel: das» man zwei Werthe, a und b, suchen soll, welche, 
statt x gesetzt, entgegengesetzte Resultate geben, zwischen welchen 
Werthen, a und b, dann die wahre Wurzel zu suchen sein würde (§ 100), 
ist offenbar falsch, denn die aus der construirten Gleichung entspringende 
Linie kann ganz oberhalb der Abscissenachse liegen oder auch dieselbe 
nur berühren, statt zu schneiden. In diesem Palle existiren die erwähn- 
ten Werthe a und b gar nicht 
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Neuntes Buch. 

Auflösung aller zweigliedrigen Gleichungen. 



130 . 

Die zweigliedrigen oder sogenannten reinen hohem 
Gleichungen lassen sich, wie Gauss zuerst ^gezeigt hat,*) alle 
direct und leicht lösen. Wir betrachten diese Gleichungen zu- 
erst in der Form: 

x n ± 1 =0 

worauf sie alle gebracht werden können. 

131 . 

Berücksichtigen wir in obiger Form zuerst das untere 
Zeichen, nämlich: 

x* — 1 =0 
ar" = l 

so ist klar, dass diese Gleichung, wenn n grade, zwei reelle 
Wurzeln, + 1 und — 1, und wenn n ungrade, eine reelle Wurzel, 
1, hat und nach § 127 nicht mehr reelle Wurzeln haben kann. 
Die übrigen Wurzeln müssen also imaginär, und wie die Rech- 
nung selbst gleich zeigen wird, alle verschieden sein. Mit an- 
dern Worten: es können aus + 1 so viele verschiedene Wurzeln 



f.> m 



*) 8. Serret Cours d’alg&bre supörieure. Dies Werk bandelt fast 
bloa über höhere Gleichungen, setzt aber nicht allein alles Vorhergehende, 
sondern auch Differential- und Integralrechnung als bekannt voraus. 
Lübeen's Analysis. 9 
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V 

desselben Grades gezogen werden, als man will. Denn bezeich- 
nen wir nach Cauchy die gewöhnliche arithmetische nte Wur- 

M J_ 

zel aus 1 mit y 1, alle n Wurzeln aus + 1 aber mit ((±i)) n , 
so ist, weil immer cos 2ku= 1 und sin 2Lr=0, wenn k irgend 
eine ganze Zahl ist (Trigonometrie § 59) und zufolge § 88, 
was auch k und n für ganze Zahlen sein mögen, immer: 



( 2krc , . . 2k/i\ 
cos- — + ism = 

V n ~~ ' n / 



= cor 2 kn + i sin 2km = 1 . 



Da nun der Ausdruck cos ^-^-(-tsin— - auf die nte Po- 
ti n 

tenz erhoben + 1 giebt, so muss dieser Ausdruck auch als 
die nte Wurzel aus + 1 betrachtet werden. 

Dass nun aber, wenn in diesem Ausdruck für n eine be- 
liebige ganze Zahl und dann für k successive die Zahlen 
0, 1, 2. . . jr« gesetzt werden, n verschiedene Werthe (Wurzeln) 
kommen, folgt aus den Lehren der Trigonometrie, womach die 

Ausdrücke cos +tsin — — ,cos -Kein &c. offenbar 

n n n — n 

verschieden sind. Man findet also alle ra Wurzeln der Gleichung 

x" — 1=0, indem man in: 

, 2km , . . 2k;t 

a , =((i))’‘=cos +*sm 

x ' n — n 

für 2k successive alle graden Zahlen zwischen 0 und n, oder, 
was dasselbe ist, &=0, 1, 2, 3 . . . \n setzt. Man habe z. B. 
die Gleichung: 

x 6 — 1 = 0 

so ist, weil hier n - 6 : 



für k — 0 ist: .r 
„ k=l 



, .i- 2k/c . . . 2 kn 
x— (Ci)) 6 =cos — — + 1 sin - 

cos 0 7 + / sin 0n = 



tf=cos ^-+*sin ^- = ^+|y 3 .**) 

ö O 



*) Es ist nämlich: cos J 7 r-=cos 60 * = | und sin J»— iV'S. 
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für A = 2 ist: x — cos f/r + i sin f zr = — 

„ k= 3 „ x — cos Tr + i sin n = — 1 

Die Gleichung x e — 1=0 hat also wirklich sechs verschie- 
dene Wurzeln und es ist: 

«*— 1““(® — 1) (®+l) (x-i-i V3.0 (r- H4 V3-«) (z+ W V3-0 (*+J+|V3.*) „ 

oder indem man die Factoren, welche zweien gepaarten Wur- 
zeln entsprechen, mit einander multiplicirt, um lauter reelle 
Grössen zu erhalten, und deshalb die dreigliedrigen (trino- 
mischen) Factoren einführt: 

x 6 — 1 =(x — 1)(«+ l)(;e 2 — l)(.z 8 +*■+■ !)• 

132. t 

Man könnte glauben, noch mehrere Wurzeln zu erhalten, 

wenn man für k Werthe setzt, die über \n hinausgehen. Dies 

ist aber eben nur ein Glaube, den schon § 104 verbietet. 

■K •. „(4-n+A) ( ,1h \ 2 h 

Denn, weil cos 2 — -n = cos I n-\ ji)= — cos — n und 

n \ . n ) n 

' , „(In — A) ( 2A \ 2A 

auchcos2- ! 'n — cos ! st n r = — cos — n, so ist immer 

n \ n / n 

cos 2 ^”~^~^^ =cos 2 — zr, <L h. für alle Werthe von k, 

n . n 

welche eben so viel über als unter \n sind, erhält 

man dieselben Cosinus wieder, und eben so dieselben 

Sinus, letztere nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, weil 

. / , 2A \ . 2A , . / 2A \ . 2A 

sin — -n \— — sm — n und Bin \n nr) = sin — n , aus 

\ n J n \ n J n 

welchem Grunde gleich das doppelte Vorzeichen + gesetzt ist. 

In obigem Beispiel für x 6 — 1 = 0 ist ^w = 3, und es kommt 

z.B. für A=3 -(- 1=4 derselbe Cosinus wie für k = 3 — 1 =2&c. 

Hätte man die Gleichung: 

x 3 — 1 = 0, 

. , , ,1 ikri, . . 2 kn 

so ist: «=((i)) s =cos——+i sin — t— 

o 6 

9* 
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für £ = 0 ist: „r=C 08 0 = 1 
„ A=«l „ a , =cos 120°+isin 120° 

oder : x = — cos 60 + t sin 60 = — 

Mithin ist: 

** — 1— (tf— + 

ar* — 1 =(# — !)(«* + «+ 1) 



133. 

Man kann auch, ohne erst die zweigliedrigen Factoren von 
x n — 1 zu suchen, gleich die dreigliedrigen berechnen. Aus: 

2krt . . , 2kn 

x — cob -Harn 

* n n 



2 [..jj- 2k Jt 

folgt nämlich der eine einfache Factor: x — cos tsin 

6 n n 

• 2 kTC 2krc 

und der andere zugehörige: x — cos + » sin . Multiplicift 

• • • 2kn • 2 äjtt 

man beide mit einander und beachtet, dass cos* [-sin* =1, 

n n 

so ist der dreigliedrige Factor: 



— 2« cos — +1; 
n 

hierin setze man k — 0, 1, 2. . ,|n. Wird aber der Ausdruck 
ein vollkommenes Quadrat, was, wenn n grade, für k — 0 und 
k—\n, und wenn n ungrade, für k= 0 der Fall ist, so muss 
jedesmal nur die Wurzel genommen werden, indem die ein- 
fachen reellen Factoren x — 1 und .r-f- 1 nur einmal vorhanden 
sind. Sei z. B. n = 3, also die Gleichung x 3 — 1 — 0, so hat man: 

» O 2Jcn 
x 8 — 2a:. cos— — + 1 ; 

O 



für Ä = 0 kommt: ar* — 2a?+l=(^ — 1)* 

„ k=l „ 2a:cosl20 0 -|-l =**•+• •*+!, 

daher: x 3 — 1 —{x — lj(ar *-(-«-(- 1) 
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Für die Gleichung x 8 — 1=0 hat man: 

, . 2 kn . , 

x 2 — 2.CCOS— — 1 

für A=0 kommt: x 2 — 2x + l=(x — l) 2 

» k — 1 „ x 2 — 2xcos60 0 -(-l=x 2 — x+1 

„ &=2 „ x 2 — 2xcosl20°+i=x 2 + x-f-l 

„ & = 3 „ x* — .2xcosn:d- 1 =(x + l) 2 

mithin: x 8 — l=(x - l)(x+ l)(x 2 + x + l)(x 2 — xf 1). 

134 a. ; 

# > 

Hat man allgemeiner die Gleichung: 

' x" — a — 0 r 

so sind die n einfachen Factoren derselben : *) 

/ 2kir . . 2 krc\ " 

x — (cos — -+jsin 1. v« 

\ n ~ n ) r ^ 

und die dreigliedrigen: 

" 9i-7 r » 

x 2 — 2x . y a . cos — — (- (y a) 2 . 

. 134 b. 

Um nun auch die n Wurzeln der andern Gleichung: 
x" + 1 = 0 . 

zu finden, beachte man, dass’*, wenn k eine beliebige ganze 
Zahl ist, immer cos (2A+ l)/r=— 1 , und sin (2£+ l) 7 r = 0: 
(Trigonometrie § 59.) Weil ferner: 

/ 2A+1 , , 2/M-l \ M 

(cos —* 81n— ~ n ) = C0B (2A+ 1) nr+isin (2<fc+ l)n=— 1, . 

so ist nothwendig auch: 

*) Aus x" = 1 . a folgt nämlich: x = ((!))”". V a. 
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. J- 2/fe+l . • • 2i+l 

• ^ = ((-i))"=co8 7t + 1 ein 7i 

v 1 n — n 

worin für 2k •+■ 1 alle ungraden Zahlen zwischen 0 und n ge- 
setzt werden müssen. 

Die dreigliedrigen Factoren von x* + 1 sind hier: 

2/fe+l , . 

• x* — 2.ZC0S 7t 4-1 

n 

und allgemein für x n -\ -a: 

x * — 2x. ya. cos 7r-J-(y a)*. 

' n 



Beispiel L Für x s +- 1—0 hat man 

»j? 



, , 1 . 2H-1 . • • 2A+1 

= ((-!)) » — COS — 71 + 1 sin — - — 7t. 

.3 o 



Für £=>0 ist ; Ä = cos4n+isin^7r=|-+jy’3.t 

„ k=l „ X = COB 7t + i6U\7t — — 1 

mithin: « 3 + 1— (*+l)(^ — 1 — iV®-00® — i + iV®**) 

-f- 1 =(#-)- l)(a:* — #■+■ 1)- 

Beispiel 2. Für a«-f-l=0 hat man: 

2k+l , . . 2&+1 

X=COB 71 + 1 sm 7t 

6 t> 

Für k<=0 ist: ,* = cos ^- + i sin — i V 3+ 1 1 

D t) 

„ k= 1 „ .r = cos«-- + 1 sin — =± * 

„ k—2 „ ar=cos^+tsin^=— ^y3+|i. 

Es ist also: 

*•+!=(* + , )(*_,•)(*_ JV3-l>X®-H / 3+i»)(*-HV'3-it)(Jri-iV3+l») 

+ 1 =(** + oo*— *y 3 + i)(**+*y 3 + 1 ). 
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Zehntes Buch. 

Auflösung der cubischen Gleichungen. 

135 . 

Da man nach § 120 aus jeder cubischen Gleichung das Glied, 
welches die unbekannte Grösse in der zweiten Potenz enthält, 
fortschaffen kann, so können wir annehmen, dass jede aufzu- 
lösende cubische Gleichung entweder die folgende Form schon 



habe, oder erst darauf gebracht sei, nämlich: 

. *'+F* + 9 a ° (i) 

Wir betrachten nun die Wurzel dieser Gleichung als aus 
zwei Theilen, y und z , bestehend, und setzen y ff- z statt x, 
so ist: 

(y+«) 3 +pG+^)+?==o - •(*) 

y 3 + 3y »2 3yz ! + z 3 -|- p (y + z) + q = 0 
z. i / 2 (j/+z)+p(y+z)+y 3 +z s +<j = 0 
(tyz + p)(y+z)+y a + 2 s + 2 =o (3) 



Könnte man nun für y und z solche Werthe finden, welche 
der Gleichung (3),. also auch der Gleichung (2), Genüge leisten, 
so würde offenbar auch ihre Summe, statt x gesetzt, der 
Gleichung (1) genügen. Der Gleichung (3) wird aber offenbar 
Genüge geleistet, wenn man y und z so bestimmt, dass 3 yz — 0 

und zugleich auch y 3 + z*-\-q = 0', woraus: 

yz= — \p 

y 3 + z 3 = — <] 
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Aus diesen beiden Gleichungen mit zwei Unbekannten fin- 
det man nun aber auf elementarem Wege leicht y and z. Die 
zweite Gleichung quadrirt und davon den vierfachen Cubus 
der ersten subtrahirt, kommt: 

y*— 2/z» + « 8 =9 s +^ r P* 
woraus: y 3 — z 3 =y 
hiezu: j/ 3 + 2 s = — q 

y»= — ^<7+ IV^ + JrP 3 
z 3 = — T<i — iVq* + i\P s 

Es ist mithin, weil x—y + zi 

3 3 

x ~V~h+ Vw+£ + \/-h-VwPfi- 

* •» 

130. 

V orstehende sogenannte CardanischeF ormel bedarf aber 
noch einer umständlichen Erläuterung. Jede cubische Gleichung 
hat drei Wurzeln und darunter wenigstens eine reelle •(§ 113). 
Die Cardanische Formel giebt aber scheinbar nur eine W urzel, 
denn die entgegengesetzten beiden Werthe der Quadratwurzel 
sind schon berücksichtigt und durch ihre Vorzeichen angedeutet. 
Da nun aber die Cubikwurzel aus einer Grösse auch drei ver- 
schiedene Werthe hat (§ 134 a), so ist, wenn man die beiden 

3 

Grössen unter dem Zeichen y Kürze halber mit A und B 
bezeichnet : 

3 3 • 

.*= (<»>)* . y a + (ai) 1 . y b 

3 3 

wo nun yA, yB die gewöhnlichen arithmetischen, die drei 
Cubikwurzeln aus der Einheit aber nach § 132: 

1 und — un d Z ±~V~ 3 

L Z 
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oder, wenn man, Kürze halber, die zweite mit m, also die 



dritte mit m 2 bezeichnet, weil 



n -L-.V-=j -(zzl+ tL=*Y 



1 und m und m i 

sind, so hat man für jede der beiden in der Cardanischen 
Formel vorkommenden Cubik w urzeln drei verschiedene Werthe, 
nämlich: 

8 3 s 

yA, m y A, m*y A 

3 3 3 

y b, m y B, m* yB. 

Da nun die Summe von einem Paar aus beiden Reihen 
eine Wurzel der Gleichung x i -\-px + q= 0 sein muss, es hier 
aber neun verschiedene Paare giebt (§ 20), so scheint jetzt der 
Segen zu gross zu werden, indem die Gleichung *üoch nicht 
neun, sondern nur drei Wurzeln haben kann. Woran liegt’s? 



Es liegt daran, dass wir die Wurzeln derselben in zwei 
Theile, y und *, zerlegten und diese Theile durch die beiden 
neuen Gleichungen: 



y 3 +z a =—q 

bestimmten. Durch diese beiden Bedingungen legen wir aber 
den beiden Theilen der Wurzel die Eigenschaft bei, dass ihr 

Product reell(= — ~) und auch die Summe ihrer Cuben reell 

O 

(= — q) sei. Durch diese eben durch die benutzte Auflösungs- 
methode durch den ersten Erfinder derselben und ihm selbst 
wohl unbewusst hinzugefügte und jetzt zu berücksichtigende 
Bedingung wird die Wahl unter den erwähnten nenn Paaren 
der gefundenen Wurzeln dermassen eingeschränkt, dass wirklich 
nur drei übrig bleiben. Es ist nämlich, wenn wir die drei 
Wurzeln der Gleichung mit x‘, x“, d“ bezeichnen: 
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^ =yA+yB 
. x" = /nyA -}- m*y B 

3 3 

x"'= m 2 y A + »>y B. 

Da nun m = — — — -undm s =l, m 6 — (m 3 )*= 1, so ist 
2 

klar, dass die aufgestellten drei Paar Wert he für y, z, und nur 
diese drei, die erwähnten Bedingungen erfüllen. Setzt man für 
m und m 2 ihre Werthe, so kann man die drei Wurzeln auch 
so schreiben: 

x* =yA+yB 

y^_M + M.y_ 3 

yA+yB yA-yB 

* 2 2 V~ 3 ' 

Anmerkung L Ist in der Gleichung sc 3 -\-px-\-q=Q,p po- 
sitiv, so hat, was auch q sein möge, die Gleichung immer zwei 
imaginäre Wurzeln (§ 127). 

Anmerkung 2. Wäre p negativ und ^*+^ = 0, so wäre 

A = B = — \q und die Gleichung hat dann lauter reelle W urzeln, 
worunter zwei gleiche: * 

x'=2y^; x"=-y:Tj7; y—iT- 

Beispiel 1. Aus der Gleichung: 
x 3 -f-6x — 7=0 

folgt nach der Formel: 

s 3 

*=V-ü+Vw+w+)/-to-Vw+if 

indem hier /? = 6, q — — 7 
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3 3 _____ 

*=V*+yy +&+V*— yy+s 

3 3 

«=y’8 + y — 1 ■ 

mithin sind die drei Wurzeln (weil hier A = 8 und B = — 1); 

af =2—1 = 1 

_/i_— i+ay — 3 
* 2 ~ • - • 

- i-3y-3 
2 

** + 6* — 7 = («— 1)(« + * — fy— 3)(^ + { + fy — 3). 
Beispiel 2. Man hat aus der Gleichung : « 

x* — 27«+54 = 0 

8 3 

tf=y — 27 + y — 27 
^=— 6, «" = 3, «"'=3 
«» — 27 + 54 = (« + 6) (x — 3)* 

138 . 

Die Cardanische Formel enthält zwei grosse Unvoll- • 
kommenheiten. 

1. . Giebt sie die reelle Wurzel, wenn sie auch rational 
ist, oftmals unter einer irrationalen Form. So ist z. B. die 
reelle Wurzel der Gleichung: 

x* — 6« — 40 = 0 

wie man leicht sieht, =4. Unsere Formel aber giebt: 

3 8 

«=y (20 + y400 — 8)+y(20 — y 400 — 8) 

« = 3,41421. . . + 0,58578. . . = 3,99999. . . 

Man könnte nun freilich durch ein ähn liches Verfahren, durch 
welches man den Werth von ya+yö findet (Algebra § 327), 
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3 

auch y a +• y 6 bestimmen. Dies würde hier aber wieder auf 
eine cubische Gleichung führen, mithin eher ein logischer Kreis, 
als eine directe Methode sein. 

2. Eine grössere Unvollkommenheit der Cardanischen 
Formel liegt aber noch darin, dass sie, wenn p negativ und 



• # # 
zugleich a ^° au ch die Grösse £'7*+';^ negativ ist, 

*7 ZI 



die Wurzeln unter einer imaginären Form giebt, obgleich doch 
in diesem Falle alle drei Wurzeln stets reell sind.*) Dieser 
Umstand, welcher den Alten, die mit den imaginären Grössen 
noch nicht umzugehen wussten, viel Kopfbrechens verursacht 
hat, wurde von ihnen der irreducible Fall genannt. Und in" 
der That, wären seitdem nicht Mittel erfunden, um aus dieser- 
Verwickelung herauszukommen, die Cardanische Formel 
würde in diesem Falle nichts nützen und also auch nicht als 
eine vollständige Auflösung betrachtet werden können. 



139. 



Um nun für den Fall, dass p negativ und zugleich \q* 
ist, die Formel: 




*) Man denke »ich die Gleichung z* - px + q -*> 0 construirt , bo er- 
hält man für x— 0 eine positive Ordinate. Für z«»V f kommt: 

?Vf — py?+<?=— fpy?+? 

also eine negative Ordinate, denn weil nach Voraussetzung so ist 

offenbar auchfp Vjp > 9- Für z = V /' hat man p\ — pf-f-j, mithin wieder 
eine positive Ordinate. Die Gleichung z 8 — pz-f-?=0 hat also wirklich 
drei reelle Wurzeln, zwei positive, zwischen 0 und Vf and zwischen v'f 
* und V/>, und eine negative nach § 113. .Dasselbe gilt von der Gleichung 
z*— px — 0, welche nach § 122 die entgegengesetzten Wurzeln von 
& — pz-fy—O, also eine positive und zwei negative Wurzeln hat. 
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zum Spruch zu bringen und zu zeigen, dass alle drei reellen 
Wurzeln daraus hervorgehen, setzen wir: 



vd 



— iq—QOoa(p 

y 

27 



- — w 

07 ** 



' ( t sin cp 

hieraus : q = j/j 

— |o 
cos cp— — — 



mithin: {<p t =Q i coa i (p 

y~±n*=n* 

27 ,y 



’p* 

27 ' 



p'sin*^) 

(0 

(0 



3 4 

x = y q (cos (p -f- i sin (p) -f- y q (cos q> — i sin </ ) *) 
x= ßä (cos cp + t sin <jp)1 + (ji (cos <p — i sin 

x = p^cos-|^ + t '8in^ + eS^cos | 1 — t'sin|^ (§ 88) 



x = 2ok 



cos 



f P 



■(») 



Man bestimme also erst den Modulus q aus (1), dann ip 
aus (2), indem man zu dem Winkel, welchen die Tafeln geben, 
2kn hinzufügt, alsdann k= 0, 1,2 setzt, so giebt die Formel 
(3) drei und nur drei verschiedene Werthe für x, nämlich: 

x‘ =» 2^1 . cos -2- ; x“ =*= 2^» . cos • x>‘> =2 pi . cos ; 

3 3 3 

denn wollte man auch noch k— 3, 4 setzen, so würden 

doch die drei verschiedenen Cosinus in den letzteren Aus- 
drücken in derselben Ordnung wiederkehren. Setzt man z. B. 



in cos 



2 for-f-y , gQ ; gt COs ^2,i -f- r ^=cos also dasselbe 

wie für &=0; setzt man k=4, so ist cos f^2 /t+— ^^\==cos— 
dasselbe wie für k— 1 &c. 



*) Wenn nämlich : y £ — ^ s *= q sin <p, so ist y — p sin tp. y — 1. 
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Beispiel, Es ist die Gleichung: 

* s _ 7. c + 6 = 0 



gegeben, so ist jo == — 7, q 



-f- 6 und J q*, mithin : 

JL / 



log 7 3 = 2,5352940 
. . .27 = 1,4313638 

1,1039302 

2 ) 

log q = 0,5519651 

lo£ Q l = 0,1839884 



3 

cos (p = 

e 

log 3 = 0,4771213 (n) 
...0 = 0,5519651 

cos qp = 9, 9251562 (n) 

. q> = 147° 19* 11", 4 



f = 49°6'23",8 
3 


?ZE±f = i69°6'23",8 

3 


— ^=289°6'23",8 

O 


*‘ = 2^.0081’ 


*" = 2pi.cos 2 - 7t y- 


*'"=2(4 . cos 4 ^^ 

O 


co8 -|=9,8160116 


logcos-—^— =9,992 1028(n) 


log cos— — 9,5149817 
o 


. . gi =0,1839884 


2^ = 0,4850184 


2^ = 0,4850184 


. . 2 =0,3010300 


0,4771212(n) 


0,0000001 


0,3010300 


X“ ——iri 


x“'= 1 


«' = 2 
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Elftes Buch. 



Zerlegung rational gebrochener Functionen in 
Brüche, deren Zähler constant und deren Nenner 
Formen ersten Grades sind. 

140. f 



Nach den Regeln der Buchstabenrechnung lassen sich mehrere 
gebrochene Functionen leicht auf einerlei Nenner bringen und 
in eine einzige gebrochene Function vereinigen. So ist z. B.: 



5 

«— 3 



2 5(«+6)+2(«_ 3)^ 7«f24 

«+ 6 (*— 3) («+6) — «* + 3« - 1 8 

5 z «*+3«+30 
x — 2 — 1^ 

3 1 «*— 6«*+15«— 2 

(«- 2) s+ «+2 — «*— 4«*+16«— 16’ ' ‘ - 
2«+l 5 __7«*— 13«+63 

«*— 4«+l2 + «+3 «*—«*+36 "" 



(>) 

(*) 

(*) 

(«) 



und es ist klar, dass, wenn die einzelnen Brüche echt ge- 
brochene rationale Functionen sind (§ 34), dann auch ihre Ver- 
einigung eine echt gebrochene Function giebt. Man kommt 
nun leicht auf den Gedanken, auch umgekehrt eine gebrochene 
Function, deren Nenner nicht eine Form ersten Grades (und 
auch keine Potenz davon) ist, als aus einfachem Brüchen zu- 
sammengesetzt und deshalb in solche zerlegbar zu betrachten, 
und weil diese Zerlegung besonders für die Integralrechnung 
von grosser Wichtigkeit ist, eine sichere Methode zu erfinden, 
nach welcher dieselbe bewirkt werden kann. 
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141 . 



Wir können hierbei nun immer annehmen, dass die ge- 
brochene Function, welche in einfachere zerlegt werden soll, 
eine echt gebrochene ist, denn Aäre sie es nicht, wie z. B.: 
x s - 4 - 8 #® 4 - 4 # 66 

— — — , so könnte man, wie nachstehend angedeutet, 

X -f - O X ■ 1 ö 

durch Division mit dem Nenner in den Zähler (indem man beide 
nach fallenden Potenzen von x ordnet) die darin enthaltenen 
Ganzen erst herausziehen. Man erhält dann ausser dieser gan- 
zen noch eine echt gebrochene Function, deren Zähler ein- 
facher ist. Es ist nämlich: 

3 # 3 -b8 a: 2 +4& — 66 lx+24 

x*+3x — iS X ar*-f-3* — 18 



Ebenso : 



x* — ix — 5 
a* — Ax — 6 



■1 + 



2«-)-l 



x* — 4x — 6’ 



Auch können wir annehmen, dasö in der echt gebrochenen 
Function Zähler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, weil man ihn sonst weglassen könnte. So ist z. B.: 

2x + 4 2 



(a: + 5)(a: — 6)(*-f-2) (x + 5) (x — 6) 



142 . 



Um nun eine echt gebrochene Function, z. B. 



7as-|-24 



— 1 8 

in einfachere Brüche zu zerlegen, muss offenbar zuerst daran 
gedacht werden, den Nenner in Factoren aufzulösen, weil dieser 
ja als das Product aus den Nennern der zu findenden ein- 
fachem Brüche betrachtet werden muss. Könnte man den 
Nenner in lauter einfache und ungleiche Factoren auflösen 
(was aber von der noch erst zu erfindenden Auflösung aller 
hohem Gleichungen abhängt), so könnte man offenbar diese 
einfachen Factoren als die Nenner der zu findenden einfachem 
Brüche ansehen, deren Zähler dann offenbar constant sein 
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müssen, weil, wrte § 140, Beispiel 2 zeigt, wenn auch nur 
einer der Zähler die veränderliche Grösse enthielte , die Ver- 
einigung der Brüche die echt gebrochene Function nicht 
wiedergeben könnte. 

Als die natürlichste Methode, diese fraglichen constanten 
Zähler zu bestimmen, dringt sich hier ganz von selber die 
zuerst von Leibnitz angewandte Methode der unbestimmten 
Coefficienten auf, d. h. wir fingiren sie vorläufig. Für die 

gebrochene Function Jr~ - --- z. E. hat man zuerst aus 

3+9 

ar*+-3.r — 18 = 0 , x — — — = 3, = — 6 . Es ist mithin: 

x* + 3.r — 18 = (x - 3) {x + 6) 

Setzen wir also: 

7^+24 _ _A B_ 

^ 2 -f-3a: — 18 x — 3 x+ü 

und bringen beide Brüche auf einerlei Benennung, so kommt : 

7^+24 (A + B) a: + (6 A — 3B) 

«* + 3^ 18 — x 2 ^+3^—18 

Da nun für jeden Werth von x die rechte Seite dieser 
Gleichung dasselbe geben muss, wie die linke, die Nenner 
aber gleich sind, so muss auch für jeden Werth von x: 



Ix + 24 = (A + B) x +• ( 6 A — 3B) 



sein. Dies giebt uns zur Bestimmung der fraglichen Zähler 
A und B nach § 64 die beiden Bedingungsgleichungen : 



A + B = 7 
6 A — 3B = 24 



| woraus : 



A = 5 

B =2 



Es ist mithin: 



7# + 24 5 2 

— 18 x — 3 x +- 6 



Eben so ist: 

L&bsen'fl Analysis. 



io 
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7 * _ i ! 14 

a' ä +3tf— 18 a;— 3~ t ~ .s+6 3*— 9 .3a:+18 

Ferner ist: 

*t a. + _5._, (—■ U 

«“+3.Z— 18 x— 3^ä-+ 6 1 \.r — 3 *+6/ 
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Weil man bei dem eben gezeigten Verfahren immer so 
viele Bedingungsgleichungen ersten Grades erhält, als constante 
Zähler gesucht werden, so ist klar, dass letztere dadurch voll- 
kommen bestimmt sind, mithin nicht verschiedene Zerlegungen 
stattfinden kennen. Bei dieser Methode lassen sich manch- 
mal kleine Rechnungs vortheile benutzen. Man hat z. B.: 



7*+ 24 
(x-\ 6) (x 3) 



B 



(<) 



-3 ' #+G 

Um den Zähler A zu finden , multiplicire man die ganze 
Gleichung mit x — 3, so kommt : 



7* + 24 =A B(<ar — 3) 

,r + 6 # + 6 



00 



Da nun die Gleichung (2) für jeden Werth von x gelten 
muss, so setze man beiderseits x=3, so hat man: 



21 +24 
3 + 6 



=A=5 



Um B zu erhalten, multiplicire man die Gleichung (1) mit 
x + 6, so kommt : 



T.r + 24 A (j 1 + 6) 

x — 3 x — 3 



setzt man beiderseits x = — 6, so hat man : 



— =B = 2 
— 6 — 3 



Digitized by Google 




147 

144 . 

. , w m n . 4x 2 4-Sx+30 , 

Aufgabe. Den Bruch: s — zu zerlegen. 

X -r Zit * <_ 1 X j“ L 5 

Auflösung. Die cubisclie Gleichung x 3 -\-2jr — 21x4-18=0 
hat die drei reellen Wurzeln 1, 3, — 6. Es ist demnach: 

4x* 4- 8x4-30 A B C f ^ 

(x — l) (x — 3) (.r +' 6) _ X— 1 + X— 3 + x+ 6 ‘ 

Multiplicire mit x — 1 und setze dann x = 1 , so kommt: 

4+ 8 + 30 = 

— 2.7 = ‘ ^ 

Eben so findet man B = 5, C=2. Es ist muliin: 

4xM-8x+3& _ 2 _5_ 3 

x*+ lx l — 21 *+ 18 “x+6 + x— 3 .1—1 

Eben so findet man: 



x 1 — a- 



A + u 



l 

§i 



+ ~ 



a x +a x — a x -J- a 

l 



B 



i 

2 a 



a* — x 4 a 4* x — x a 4- x a — x 



145 . 

Enthält der Nenner der gebrochenen Function mehrere 

• x^ "4" 3 j 7 ■ — - 4 

oder lauter gleiche Factoren, wie z. B.—r . , so kann 

(x — 2) J 

man einen solchen Bruch offenbar nicht aus 4- ^.4 — — r 

x— 2 x — 2 x — 2 

entstanden denken. Einer der drei Nenner wenigstens muss 
(x — 2) 3 sein. Da nun aber ausser diesem auch noch einer der 
Nenner (x — 2) 2 und x — 2 oder beide vorhanden sein können, 
so setze man: 

io* 
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ar* + 3a: — 4 A , B , C 

(a: — 2) 3 ~ — (x — 2) 3 + (x — 2) 2 + x — 2 

Mit dem allgemeinen Nenner multiplicirt, kommt: 

** + 3* — 4 = Ca:* + (B — 4C ) at + (A- 2B + 4C) 



mithin ist: 



C = 1 
B — 4C = 3 
A — 2B-f-4C = — 4 

x*+3x—4 6 

(a- — 2) T ~ — (x — 2)* 



C=l 
woraus: B= 7 
A = 6 

+ --L—+ ._L_ 

(*— 2)* T jt— 2 



Anmerkung. In solchem Falle, wie hier, kann man auch 
folgendemu^ssen verfahren : 



3a: 4 

Man setze in ‘ 0 T>r> x — 2 = u, folglich x = m + 2, so 

v x 4)* 



wird: 



a-*-{-3a:i — 4 __ (m+2) 2 4- 3 (m+- 2 ) — 4 _« 8 +7a-k6__ 1 _7 _6_ 

( x — 2) 8 «* w s u u i u 3 

und wenn man jetzt statt u wieder x — 2 setzt: 




I 

I 



x*+3a;— 4 17 6 

(av— 2)* — a— 2 + (x — 2)* + (a: — 2) s 



146 . 



Aufgabe. 



Den 



Bruch 



x 3 — 6x*+15.r — 2 , 

rrr? — — t zu zerlegen. 

(x — 2) 3 (x-}-2) ° 



Auflösung. Man setze: , 

i*-“6**+15* — 2 A B C D 

~~(x— 2)»(* + 2) ~ (äT^2)s + (x— 2j* + x~2 + 7+2 

Multiplicirt man mit dem allgemeinen Nenner, so kommt: 
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x 3 — 6.e*-(- 15a 1 - 



2 = D | 
CH 



la; 3 — 6D 


12D 


j — 2C 


— 4C 


+ B 


+ A 



x — 8D 
+ 8C 
— 4B 
+ 2A 



C + I)=l 
B— 2C— 6D = — 6 
A — 4C+12D= 15 
2A — 4B+-8C— 8D = — 2 



D= 1 

hieraus: C=0 

(Algebra § 162): B = 0 
A = 3 



mithin ist: 



x 3 — 6.r*H-15a: — 2 3 1 

'“(*— 2) s (.r+2) == (x~-^2) 3 + x + 2 



147. * r 

Sind mehrere oder alle einfachen Factoren des Nenners 
der gebrochenen Function imaginär, so könnte man auf die- 
selbe Weise wie vorhin verfahren und z. B. : 

7.r*— 25d+62 _ A B C 

(jf— 3)(x— 2+3i) Ca? — 2—3*) — x— 3 « — 2 + 3t + « — 2 — 3 t 

setzen. Man erhält aber für den eigentlichen Zweck dieser 
Zerlegung (nämlich für die Integralrechnung) leichtere Rech- 
nung, wenn man die imaginären Nenner und Zähler der Theil- 
brüche vermeidet. Dies kann dadurch geschehen, indem man 
Theilbrüche mit solchen Nennern vom zweiten Grade fingirt, 
welche das Product aus zwei gepaarten imaginären Factoren 
sind. Da man dann aber nicht verlangen kann, dass der Zähler 
eines solchen Theilbruchs jedesmal constant ist, indem er eine 
Form ersten Grades sein kann (eine Vorstellung, worauf das 
Beispiel 4, § 140 führt), so setzen wir für jeden dieser Nenner 
vom zweiten Grade (so wie auch für Potenzen desselben) eine 
Form ersten Grades als Zähler an, z. B.: 

Ix 2 — 25. r+62 A_ Ba + C 

(x — 3) (x a — 4.r -f- 1 3 ) a'— 3 x 2 —ix -f- 13 

Jetzt mit dem allgemeinen Nenner multiplicirt, kommt: 



\ 
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• Ix* 



mithin 



25.i + 62 = (A + B).r 2 — (4 A + 3B — C> + 1 3 A — 3C 
A + B = 7 •) A = 5 

4A + 3B — C = 25 | hieraus: B = 2 
ISA — 3C = 02 J C=1 

. 7j? 2 — 25.«+ 62 5 2.r r + 1 

ls ' 3) (** — 4.r + 1 2) x — 3 **' — 1 ,7 + 13 
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Aufgaben. Folgende Brüche zu zerlegen : 
4x 2 — x + 6 1 1 

(i -t-2.»- 2 ) 2 ’ T^ + i) 2 ’ ^ry 

Auflösungen. Man hat: 

4, ,;2 -,rff l= A.r 4-11 Cx + 1) 

(1+2. r 2 ) ^ (1 +2+0- 1 +2x 2 



hieraus : 



4.r s — ,r+6 



4— x 2 

i j * r T' « 2 



‘(1 + 2.c 2 ) 2 (1 +2jt*)*‘ r 1 + 2.v 



A B Cat+D Ej+F 



<>\ _ _ I _L P rj 

**(.**+ 1)- .r 2 + ,V ' (x 2 + 1 ) 2 + x 



(**+!)* T ** + l 



hieraus : 



,i;-’(.r 2 + l) 2 .r 2 (.r 2 + l) 2 .+ + 1 



1 



») 7s- 



B.r + C 



x 3 — 1 

1 

r 3 - 



t+ü+j-fi « •»> 



1 



a:+2 



X— 1 



’ i».2 



’ + # +* l 



In der Differentialrechnung wird noch eine andere Zer- 
legungemethode gezeigt, welche besonders auf Brüche, wie der 
letztere, anwendbar ist. 



r 



t 
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Zwölftes Buch. 



Von den Kettenbrüehen. 

149 

Erklärung. Unter einem Kettenbruch versteht man einen 
Grössenaus druck in folgender Form: 

, 1 

!/o~r — 



>/t + L 



,'h' 



1h + 






Jh H 

% 



nämlich eine ganze Zahl, y 0 (wo y 0 aber auch 0 sein kann), plus 
einem Bruche, dessen Zähler 1 und dessen Nenner eine ganze 
Zahl plus einem Bruche, dessen Zähler wieder 1 ist &e. Die 
ganzen Zahlen y 0 , y x , y t ,y 3 . . .heissen die Glieder des Ketten- 
bruchs. Brounker soll zuerst auf diese Bruchform verfallen 



sein, indem er, 
druck : 



um die Zahl ^ zu berechnen, dafür den Aus- 



H- 1 — ö 
2+° 



2 + 



25 



2+ — 

2 + 



aufstellte. Wie er darauf gekommen, ist nicht bekannt. Euler 
jedoch ist der Erste gewesen, welcher die Kettenbrüche einer 
näheren Betrachtung unterworfen hat und zwar in der zuerst 
angegebenen Form (wo nämlich der Zähler immer 1 ist), auf 
welche jeder andere Kettenbruch immer gebracht werden kann. 
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Die Kettenbrüche bieten so viele merkwürdige Eigenschaften 
dar und lassen so mancherlei Anwendungen zu, dass eine voll- 
ständige Theorie derselben einen ganzen Band füllen würde. 

150 . 

Es ist leicht, einen gewöhnlichen echten oder unechten 
Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist der Bruch echt, 
so dividire man Zähler und Nenner durch den Zähler; den im 
Nenner entstehenden Bruch eben so behandelt &c. bis der letzte 
Zähler 1 wird, ist der Bruch unecht, so stelle man erst die 
ganze Zahl heraus. Es ist z. B.: 



17 1 



1 



*4 4 4-— 4+1 

M7 '2+5— 



t 



2+^ 



H-’r 



74 

- — = 4 + ?— = 4 + i 

17- * ' 17 2 + ^ 






i + r 



Umgekehrt würde man ohne weitere Kegel aus einem Ketten- 
bruch den erzeugenden Bruch finden können. Es ist z. B.: 



1 



1 



1 



* + ' 



2 + 1 

+ 1 +b 



4+1 4+1 4 + ’-- 4+5- 

2 + 1 - ^2 + >- \1 *^17 

6 - 6 6 



17 

74 
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Beide vorhergehenden Kechnungen, um einen Bruch in 
einen Kettenbruch und umgekehrt zu verwandeln , lassen sich 
aber bedeutend abkürzen. 

Um erstlich gewöhnliche Brüche in Kettenbrüche zu ver- 
wandeln, z. ®. J verfahre man mit jedes Bruches 

Nenner und Zähler, als wenn man ihren grössten gemeinschaft- 
lichen Factor suchen wollte (Algebra § 29), so sind die Quo- 
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tienten die Glieder des Kettenbruchs. Die Richtigkeit folgt 
aus der Rechnung in § 150, z. B.: 



0 ^ 

17 7 74 : 17 : 6 : 5 : 1 



mithin ist: ^ = 0+1-- 



2+ m- 



-i- 

74 : 17 : 6 : 5 : 1 



... 74 

mithin : — = 4 4 - ' 

17 Z + T+! _ 

5 



c 



972 : 1393 : 972 : 421 : 130 : 31 : 6 : 1 



. • 972 

” ,km: iW3= 0 +r+-, 

+ *+tp— 

5 +j 



152 . 



Um nun auch ein allgemeines Gesetz zu finden, nach welchem 
man bequemer, als der unmittelbare Gedanke § 150 es angiebt, 
einen Kettenbruch in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt, 
wollen wir, die allgemeine Bezeichnung beibehaltend, statt vom 
letzten Gliede nach und nach zum ersten zurückzugehen, umge- 
kehrt verfahren. Es sei also der Kettenbruch allgemein: 



'Jo 



!/i + i 



y% 



'Ja 



J*+7, 



y 5 + 
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Nehmen wir nur da» Ote Glied, eo ist y n offenbar kleiner, 
als der Werth des. ganzen Kettenbruchs. Geht man bis zum 



1 



taten Gliede, 60 ist offenbar y 0 + — zu gross, weil in dem 



1 



y i 



Bruche — der Nenner zu klein ist. Geht man bis zum 2 ten 

’Ji 

Gliede, so ist: 

V2 

offenbar wieder zu klein &c. Bezeichnet man die hier auf 
einander folgenden Werthe ,■ welche abwechselnd kleiner und 
grösser sind, als der wirkliche Werth des ganzen Kettenbruchs 
und Näherungswerthe desselben genannt werden, mit 
a b c 



v v 






so hat man: 



_« _ Va 

«i 1 

L =v i 1 == >ft + t 
h y ° + yi yi 

i 



bi 



In dem Bruche setze man y x + ■— statt //, , so kommt 
bi y% 

der folgende Bruch, nämlich: 



c 

C, 



yo 



K) 



+ 1 



yo'j\Vi +y* +y« 
yiyi+i 



Achtet man hier auf die Verbindung der Glieder des 
Kettenbruchs , so ergiebt sich ein einfaches Bildungsgesetz, 

nach welchem man aus den beiden ersten Brüchen — =^, 

«i * 

b __ r Mh welche jedoch immer erst unmittelbar gebildet 

werden müssen, Zähler und Nenner der successiv folgenden 
Brüche leicht erhalten kann, indem man mit jedem folgenden 
Gliede sowohl Zähler als Nenner des vorhergehenden Bruchs 
multiplicirt und zu den Productcn Zähler und Nenner des vor- 
vorhergehenden Bruchs addirt. So ist z. B. wirklich: 
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c by 2 + a 

c x b\lh 4" a i 

Setzt man hierin i/ t -| — , statt y t , so ist auch: 

. */» 

d = ( y2+ ^3~*~ a _ Jvh'h + + 1> _ «y 3 ri- i_ 

(y,+iW«i / ' l/ - /2 ' ,/3 + a i ^ + i* «!//,+ 

Hiernach ist klar, dass es einerlei ist, ob man jetzt, uin 

ß 

den folgenden Bruch y zu erhalten, in den vorhergehenden 
j/ 3 H — statt y 3 setzt, oder nach der obigen Keg^J verfährt, und 

y* 

dass dieses Gesetz durchgehends stattfindet. 

Hätte man z. B. : 



so sind die auf einander folgenden Näherungswerthe (weil hier 
4, 2, 1, 5 die Glieder und f und | die beiden ersten Brüche sind): 

(f)> (I)» V > 

Sind 0, 4, 2, 1, 5 die Glieder, so hat man: 

(?)> (i)> I» A> 'f l 

Sind 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Glieder, so hat man: 

(?)> (r)> !> TS» 4TS> TT5> iVW 



153 . 

Subtrahirt man irgend zwei auf einander folgende Nähe- 
rungs werthe, so erhält man einen Bruch, dessen Zähler immer 
-f- 1 ist. Diese merkwürdige Eigenschaft lässt sich folgender- 
massen beweisen. 

ITt TI 

Seien — , — zwei unmittelbar folgende Näherungswerthe 
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und y das Glied des Kettenbruchs, welches den folgenden 
Näherungswerth ^ bestimmt, so ist: 

p ny + m 

>/ + ”h 

Nimmt man nun die Differenz von den beiden Näherungs- 

werthen ^ und — so wie auch von — und — , so ist : 

Pi ”i «i m ! 

ny-\-m n mn t — m,n 

«iy+«h «i ~n 1 \n 1 y-hm l ) 

n m (m«, — m,n) 

”1 »H ~~ *»i*i 

Hieraus crgiebt sich, dass der absolute Werth des Zählers 

der ersten Differenz, — , ganz derselbe ist, wie bei der 

Pi «i 

zweiten, — — , natürlich mit entgegengesetztem Vorzeichen, 

«i m l 

weil ja die Naherungswerthe abwechselnd zu klein und zu gross 
sind. Es kommt also nur darauf an, den absoluten Werth eines 
einzigen dieser gleichen Zähler zu bestimmen. Dazu kann man 
den Unterschied irgend zweier unmittelbar folgenden, also am 
einfachsten der beiden ersten Naherungswerthe nehmen, nämlich : 

fr a _ yoyi + 1 y 0 _ 1 

fri a i !/i 1 Pi 

Es ist mithin der beständige Zähler in dem Unterschiede zweier 
unmittelbar folgenden Naherungswerthe = + 1. 

< 

154. 



Aus vorstehendem § folgt noch, dass die Unterschiede 

der Näheningswerthe immer kleiner werden — — — = — ^ — ; 

e b I 61 Ql ° l b ' 

-j — j- = — 7 — , womit denn auch die Benennung Näherungs- 

C 4 t/j b j Cj 

werthe gerechtfertigt ist, weil der letzte den vollen Werth des 
Kettenbruchs ausdrückt. 
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Der wahre Werth eines Kettenbruchs, und wenn er auch 
bis in’s Unendliche fortläuft, liegt immer zwischen zwei be- 
liebigen Näherungswerthen— , ”, weil ja der eine zu klein, 

WJ, 

der andere zu gross ist. Da nun der Unterschied dieser beiden 
nur so »st klar, dass, wenn man irgend einen Näherungs- 



werth, z. B. — , statt des ganzen Kettenbruchs setzt, der Fehler 
Tl h 

gewiss kleiner ist, als ein Bruch, dessen Zähler 1 und dessen 
Nenner das Quadrat vom Nenner des gesetzten Näherungs- 

werthes ist, also kleiner als — -, weil er ja noeh£ kleiner, als 

W,»i, J ’ 

— — ist. Der Kettenbruch sei z. B. : 




Also die Näherungswerthe: (£), (j), T 3 ,, 1], Nimmt man den 

Bruch |, statt des ganzen Kettenbruchs, so ist der Fehler, den 
man begeht, kleiner, als r V- Nimmt man den Bruch |, so ist 
der Fehler kleiner, als -fa &c. 
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In allen für einen Kettenbruch erhaltenen Näherungsbrüchen 
sind Zähler und Nenner immer Primzahlen gegen einander. 

Seien z. B. — — zwei unmittelbar auf einander folgende 

Näherungsbrüche, so ist: 

rn n + 1 

m l n, rfi]n t 

hieraus: rnn l — w,n=-{- 1. 
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Hier sind nun mn u rn y n ganze Zahlen. Hätten also rn, 
oder n, w, einen gemeinschaftlichen Factor, so würde, indem 
man vorstehende Gleichung dadurch dividirt, linker Hand der 
Quotient eine ganze Zahl sein, was aber nicht möglich ist, 
weil er rechter Hand keine ganze Zahl sein kann. 



157 . 

Wir haben im Vorhergehenden die wichtigsten Eigenschaf- 
ten der Kettenbrüche mitgetheilt. Was nun ihre Anwendung 
betrifft , so können sie benutzt werden , um aus einer Zahl 
eine Quadratwurzel bis auf beliebig viele Decimalcn zu ziehen, 
was auf periodische Kettenbrüche führt. Eine andere Anwen- 
dung in der ?ogenannten unbestimmten Analytik und in der 
höhern Zahlentheorie. Ferner hat man versucht, durch ihre 
Vermittelung die Wurzeln einer höhern Gleichung zu finden. 
Die nützlichste Anwendung möchte aber wohl die sein : einen 
durch sehr viele Ziffern gegebenen Bruch (Verhältniss) näherungs- 
weise und für practische Zwecke genügend durch kleinere 
Zahlen auszudrücken, indem man ihn in einen Kettenbruch 
verwandelt und dessen Näherungswert he sucht. 

So ,st z. B.: ^ =* lööööOÖOööö 

a 7 15 l 

31415927 T 10000000 : 1415927 : 88511 7^88262 &c. 



Es ist also: n = 3 + ^ 



7-t-! 

MS-Hr 



l-f- 

\ T /» 10 b» , 1 3 » ■ • • • 



i 
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Dreizehntes Buch. 

Interpolation. 

158. 

Zufolge § 47 geht aus einer ganzen Function x°n^,ien Range: 

y = Ax" + B.r"~ I -j- . . . -f- M.r + N 

allemal eine arithmetische Reihe vom »<ten Range hervor, wenn 
man statt der veränderlichen Grösse x successive äquidifferente 
Werthe .r 0 , x lt x a . . . setzt, so dass also: 



x. — x„ 



X, = X» 



oder, wenn man die ganz beliebige beständige Differenz mit k 
bezeichnet (so dass h — x x — =. . . ), statt x nach und nach 
x u , .r 0 -f- /», x 0 + 2 h setzt. 

Hieraus folgt aber, dass, weil h beliebig ist, und statt 

12 n 

x u , x 0 -}- h, x Q + 2/t. . .auch.r u ,.r 0 -f- A, + A-J-. . •v'ToH — A, 

n n n 



-f 



n -f- 1 



h . . .gesetzt werden darf, man zwischen je zwei Glieder 



einer arithmetischen Reihe sehr leicht eine gleiche Anzahl 
neuer Glieder einschalten (interpoliren) kann, welche demselben 
Gesetze, wie die übrigen, unterworfen sind, mithin alle zu- 
sammen eine arithmetische Reihe von demselben Range bilden 
(vergl. § 48). Dies ist es nun, was man unter Interpolation 
zu verstehen hat. Da solche Interpolationen bei Entwerfung 
von Tabellen, welche eine Reihe von durch Zahlen ausgedrückten 
Beobachtungen oder berechneten Resultaten darstellen, und die 
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oft eine arithmetische Reihe bilden, zuweilen nothwendig wer- 
den, um die Tabellen zu vervollständigen , so wollen wir die 
Theorie der Interpolation durch ein paar Beispiele erläutern. 



159 . 



Aufgabe. Es sind so viele Glieder einer arithmetischen 
Reihe durch Rechnung oder durch Beobachtung gefunden, dass 
der Rang dadurch bestimmt ist, z. B. : 




Es sollen zwischen je zwei Glieder n z. B. drei Glieder 
interpolirt werden. 

Auflösung. Da hier vorausgesetzt ist, dass die vorliegen- 
den fünf Zahlen: 1 , 17, 97, 289, 641, eine wirkliche arith- 
metische Reihe bilden, so kann man, nachdem durch Bildung 
der Differenzreihen ihr Rang bestimmt worden, erst nach der 
allgemeinen Formel (§ 48): 



,-y . +..A‘+‘-i!t=Ü.&+ y‘7 0 ■ (J 7 Z) . AM-. . . 



ihr allgemeines Glied suchen. Dieses ist, da hier y 0 = 1 , A 1 == 1 6, 
A*=64, A 3 = 48: 



y — 8« s -f- 8:r* -f- 1. 

Setzt man hierin x — 0, 1, 2, 3..., so kommt die gege- 
bene Reihe wieder, nämlich: 



1, 17, 97, 289, 641. 

Um nun zwischen je zwei Glieder drei Glieder zu inter- 
poliren, braucht man in demselben allgemeinen Gliede statt 
der stetigen Zunahme von x, nämlich h=l, nur zu neh- 
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men (§ 45) und also *=0,4, $,$, 1, .... zu setzen, so kommt 

die gegebene Reihe mit drei interpolirten Gliedern, nämlich: 
1, 1», 4, 8 J, 17, 29 1, ... 

160 . 

Setzt man in der Formel für das allgemeine Glied einer 
arithmetischen Reihe: 



. , x.x — ! . , , x.x — l.,r — 2 . . , 
+x. A + 1 ~- ¥ A 8 + -y A‘ + • • • 



- . . . , so erhält man dieselbe Reihe mit n in- 



•r — ®» i « * i , • 

«+1 n 4- 1 

terpolirten Gliedern. Setzt man, um keine Brüo^jk substituiren 
zu brauchen, ---y statt x , so erhält man die gewöhnliche all- 
gemeine Interpolationsformel : 

+ («4-l) ä ’ 1.2 ' («4- 1) 3 l.2.3 + 

worin nun für x die ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3. . .zu setzen sind. 



161 . 

Ist die zu interpolirende Reihe vom dritten oder gar noch 
hohem Range, so wird die Arbeit sehr mühsam.*) In der 
Regel ist aber die zu interpolirende Reihe nur vom zweiten 
Range (öfters noch vom ersten), also A s = 0, und dann kann 
man das Interpoliren durch ganz einfaches Addiren bewirken. 
Dies ergiebt sich aus folgender Betrachtung: 

So wie man durch Subtraction aus der Hauptreihe die 
Differenzreihen bildet, so muss sich offenbar auch wieder rück- 
wärts durch Addition aus den Differenzreihen oder vielmehr 
nur aus den Anfangsgliedern sämmtlicher Reihen die Hauptreihe 
bilden lassen. Man hat z. B. 



*) Für diese Fälle hat Gauss expeditivere Interpolations-Methoden 
angegeben. S. Berliner astronomisches Jahrbuch für das Jahr 1830. 

Lübsen's Analysis. ^ |1 
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4, 9, 16,. 25, ’ 36. . . 

5, 7, 9, 11... 

2 , 2 , 2 ... 

Wäre nun das Anfangsglied einer Reihe = 4 gegeben und die 
Anfangsglieder 5 und 2 ihrer beiden DifFerenzreihen (also die 
zu findende Reihe vom zweiten Range), so hat man: 

2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 ... 

5, 7, 9, 11, 13, 15, 17... 

4, 9, 16, 25, 36, 49, 64... 



162 . 



Man berechne also, wenn n Glieder interpolirt werden 
sollen, nach der Interpolationsformel : 



, x Aix^'C* — n— 1) A* 

y=Ä+ ^+i' A + ~t*+i)“ r* + -" 



direct nur so viele Glieder, dass man die Anfangsglieder der 
Differenzreihen bilden kann, also drei Glieder, wenn die Reihe 
vom zweiten, und nur zwei Glieder, wenn sie vom ersten 
Range (eine arithmetische Progression) ist, und verfahre dann 
wie im vorhergehenden Beispiel, wobei man, wie es die Um- 
stände oder die Bequemlichkeit des Rechners verlangen, die 
Reihen unter oder auch neben einander ordnen kann. Sollen 
z. B. in der Reihe: 

. 4, 36, 100, 196 



welche, wenigstens in der hier gegebenen Ausdehnung (vier 
Glieder), als eine arithmetische sich ergiebt, drei Glieder inter- 
polirt werden, so ist hier w = 3, y 0 = 4, A 1= =32, A 2 = 32, 
A s .y = 0, und man hat: 




x.(x — 4) 
4 ~ 4~’ 



32 
1 . 2 



oder: y <= 4 4x -\- x* 
für x — 0, 1 , 2 . . . kommt die Reihe : 
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4, 9, 16... 

5, 7 . . . 

2 ... 

Mithin sind 4, 5, 2 die Anfaugsglieder der gesuchten und 
ihrer Differenzreihen ; daher: 

2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 ... 

5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23... 

4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121... 



163 . 



Angenommen, es sei die Tabelle der B r i g gesehen Loga- 
rithmen bis zu log #0 = log 6000 = 3, 7781513 berechnet und es 
solle diese Tabelle für die nun folgenden Zahlen 6001, 6002. . . 
bis 6040 fortgesetzt werden. 

Statt nun die Logarithmen unmittelbar für die jedesmal 
um eine Einheit wachsenden Zahlen zu bereclmen, was nach 
§77 geschehen könnte, ist es bequemer, sie zuerst nur inner- 
halb schicklicher Intervalle, h, z. B. von 10 zu 10, zu berechnen 
und dann die Lücken durch Interpolation auszufüllen. 

Weil nämlich, wenn man den Modulus der Briggs’schen 
Logarithmen 0,43429448. . ,==M setzt und beachtet, dass: 



l(? 0 +h) = l x 0 (1 + —) —Lr 0 +l( 1 + — \ 

• c » J \ 



und also der Briggs’sche Logarithmus, nämlich: 

h M Ä* . M /i s 

x, z ' 3 x~ 



log (* 0 + h) = M/a* + M . - — — . "- s + ~ . 



so sieht man, dass, weil ä'oäGOOO, für kleine Werthe von 
A= 10, 2(J, 30.. . die unendliche Reihe sehr convergeut wird, 
und dasB bis zu einer gewissen Grenze, z. B. bis A = 40, das 



M h s M 40 3 



dritte Glied -- . , = , 



schon vernachlässigt werden kann. 



3 3 ‘6000 3 

wenn man die Logarithmen nur bis auf sieben Decimalen genau 
haben will. Man kann also in diesem Falle die zwar transcen- 

11 * 
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dente Reihe dennoch als eine arithmetische betrachten, und 
zwar vom zweiten Range, so lange das dritte, und vom dritten 
Range, so lange das vierte Glied keinen Einfluss hat. 

Da nun log * 0 = MLv 0 schon bekannt (log 6000 = 3, 7781513), 
so hat man aus der Gleichung: 

h M h 2 

log (.r 0 + h) = MLv 0 + M '* - f . t. 
indem man A=0, 10, 20... setzt: 



yo 

log 6000 = 3,7781513 
. . . 6010 = 3,7788745 
• • • 6j^0 = 3,7795965 
. . . 6030 = 3,7803173 
. . . 6040 = 3,7810369 



A 1 






7232 


A 8 




7220 


— 12 


A* 


7208 


- 12 


0 


7196 


— 12 


0 



Sollen nun 9 Glieder interpolirt werden, so giebt die 
Interpolationsformel : 



* . , . •*(« — n — 0 
,y — yo + j • A + — 



A s 

1.2 



indem hier n=9; A *=7232; A *= — 1 2; A *=0 und y 0 =3, 7781513: 
y = 3,7781513 + 723,8* — 0,06a 2 



y 


A 1 


3,7781513 


723,74 


2236,74 


723,62 


2960,36 


723,50 


3683,86 


723,38 


4407,24 


723,26 


5130,50 


723,14 


5853,64 


723,02 


6576,66 


722,90 


7299,56 


722,78 


8022,34 


722,66 


8745,00 


722,54 


9467,54 


722,42 


3,7790189,96 


722,32 


0912,28 





Setzt man hierin a=0, 1 , 2 ... 
so kommt die Reihe in der ersten 
Columne, die man aber, nachdem 
nur-die drei ersten Glieder und die 
erste und zweite Differenz berech- 
net sind, leichter durch Addition 
bilden kann. 

Die kleine constante Differenz 
— 0,12 kann man leicht im Kopfe 
behalten und deshalb sehr schnell 
die erste Differenzreihe und dar- 
aus die gesuchte Hauptreihe bil- 
den. Offenbar wird auch ein 
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geübter Rechner nicht so viele Ziffern schreiben, als hier der 
Deutlichkeit halber geschehen. 

164. 

Auf diese Weise sind nun sehr viele Tabellen (logarith- 
mische, trigonometrische, astronomische, physikalische &e.) 
berechnet. Nur wenige Zahlen werden direct berechnet oder 
durch Beobachtung und Experimente bestimmt und dann die 
übrigen, also die meisten, durch Interpolation gefunden. Das 
Interpoliren wird innerhalb kleiner Intervalle selbst dann noch 
oftmals angewandt, wenn die Differenzen A 1 , A*, A s . . . auch 
nicht strenge auf 0 auslaufen, jedoch immer kleiner und bei- 
nahe gleich werden. Alsdann wird von den 'S** en beinahe 
gleichen Differenzen das arithmetische Mittel als constant ge- 
nommen. Je kleiner dann die stets abnehmenden Differenzen 
A 1 , A*. . . sind, desto mehr convergirt die Interpolationsreihe. 

165. 

Ist die Function zwischen zwei veränderlichen Grössen, 
x, y, nicht bekannt und sind die für x gesetzten Werthe 
Xu, x lf x t . . . zu welchen die durch Beobachtung gefundene 
Reihe y 0 , y l} y, . . . gehört, nicht äquidifferent, so kann man 
auch nicht auf die vorhin gezeigte Weise die zu andern 
Werthen von x gehörigen Werthe von y finden oder interpo- 
liren. Um jedoch auch in diesem Fall ein Band, y =/(#), zu 
finden, welches diese Beobachtungen y„, y, ... in sich begreift, 
und dazwischen fallende Werthe berechnen zu können, wollen 
wir vorläufig annehmen, dass f(x) eine ganze Function sei 
(§ 34). Der grossem Anschaulichkeit halber wollen wir die 
für x gesetzten Werthe Xq, x t . . . durch Abscissen und die zu- 
gehörige Reihe y 0 , y t . . . durch Ordinaten versinnlichen, und 
nach der parabolischen Linie (§ 34) fragen, welche durch die 
bestimmten Puncte M 0 (x D , y 0 ), Mi (x t , y,). . .geht und anneh- 
men, dass nur vier Puncte gegeben seien. 

Offenbar giebt es hier unzählig viele parabolische Linien, 
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welche durch eine bestimmte Anzahl Puncte gehen und dennoch 
sowohl zwischen diesen Puncten, als auch in ihrem fernem 
Laufe sehr von einander abweichen, und die Frage ist also 
insofern unbestimmt. Weiss man aber aus irgend einem Grunde, 
dass die Ordinaten der gesuchten stetigen Linie, welche zwischen 
die gegebenen Ordinaten fallen, stetig wachsen oder abnehmen, 
so kann man, wenn n Puncte gegeben sind, die Gleichung der 
Linie in der Hypothese, dass sie eine ganze Function sein soll, 
als vom n — lten Grade annehmen, mithin, da hier zur vor- 
läufigen Erläuterung vier Puncte gegeben sind,' die ganze 
Function vom dritten Grade folgendermassen fingiren: 

y = a -J- bx -f- ex* -+- da: 3 . 

'ft 

Hier müssen nun die vier unbekannten Coefficienten o, b, c, d 
so bestimmt werden, dass für x = x ü , x t , x 3 die Function 

oder y — // 0 , y t , y t , y % wird. Dies giebt uns folgende vier 
Bedingungsgleichungen : 

yn — a -\-bx o + cx' 2 0 -(- dx\ 

== a -(- bx j ex\ -f- dx\ 

y i = a-\-bx i + cxl + <ix\ 
y s = a + bx 3 + cx\ + dx\ 

aus welchen die vier Coefficienten, aber auch nicht mehrere, 
durch gewöhnliche Elimination bestimmt werden können. 

166 . 

Macht man sich aber daran, diesen Eliminationsprocess 
wirklich auszuführen, so zeigt sich bald, dass, wenn man all- 
gemeine Formeln erhalten und also statt der Grössen ,tr 0 , .<■, . . ., 
y n , y t . . . nicht nur für einen speciellen Fall geltende Zahlen 
setzen will, die Elimination schon sehr mühsam wird, wenn nur 
vier Puncte gegeben sind, und dass sie für jede andere Anzahl 
Puncte von Neuem wiederholt werden müsste. Eine Arbeit, 
die nicht wohl ausführbar ist. Durch folgende Betrachtung kommt 



Digitized by Google 



167 



man aber leichter zum Ziel.*) Bei dem wirklichen Versuche, 
die Elimination nach der gewöhnlichen Methode auszuführen, 
macht man (was auch vorauszusehen), die Beobachtung, dass, 
weil die Bedingungsgleichungen in Bezug auf die Grössen 
y%, y g linear sind, d. h. diese Grössen nur in der ersten 
Potenz enthalten, dieselben auch in den allgemeinen Formeln 
für die zu findenden Coefficienten a, b, e, d nur linear (nur in 
der ersten Potenz und nicht mit einander multiplicirt) Vorkommen 
können, und dass es in den Formeln für a, b, c, d kein Glied 
geben wird, welches nicht eine dieser Grössen y 0 , y,,y t , y t als 
Factor enthielte. Man ist deshalb berechtigt, anzunehmen, dass : 

y = F 0») ■ y 0 +/(*) ■yi + <r(x)-yi + if> (*) • y a 

wo F (x), f(x) &c. ganze Functionen von x sinder Diese Func- 
tionen müssen für vorliegendes Beispiel vom dritten Grade und 
so beschaffen sein, dass: 

für x, — ,r 0 

F(x)=l, /(x) = 0, (f> (x) — 0, tp(x)*= 0 

für x — x t dagegen 
F(x)=0,/(«)=i, g>(x) = 0, xp(x)*= 0 

für x = x t 

F(x) — 0, /(x) = 0, qp(x)=l, tfj(x) = 0 

für x = x 3 

F(x) = 0, /(x)=0, y(x) = 0, tf/(x)=l 

weil sonst nicht für .r =.r 0 , x,, x it x 3 ; y=y 0 , y 3) y 3 kommen 
kann. 

Soll aber F(x)»=0 werden für x=x,, x a , x 3 , so lehrt die 
Algebra, dass F (x) die drei Factoren x — x,, x — x g , x — x 3 
enthalten muss (§ 104). In dem, was F(x) sonst noch enthält, 
darf kein x mehr Vorkommen, weil x sonst gegen die Voraus- 



*) Von hier an folgen wir fast wörtlich der Abhandlung im Berliner 
astronomischen Jahrbuch für 1830. 
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setzung die dritte Potenz überschreiten würde. Bezeichnen wir 
also mit C den Inbegriff der übrigen constanten Factoren in 
F(.r), so ist: 

F (#) = C (x — x t ) (j’ — x 2 ) (.« — .r s ) 

Nach der ersten Bedingung muss aber für x — x 0 , F (x) = 1 
sein, daher: 



1 = C 0' 0 - j,) (,r 0 



mithin : C = — 

(#o — *,) (j 0 



folglich : F (.c) 



(x -—■£,) (x 
(^o — • r i) (*0 



— *») (-*0—^3) 

1 

— * 2) ’(* 0 — *3) 

~~ x i) (.' C X 3) 

—^2) (^0— J s) 



Dieselben Schlüsse auf f{x), cp(x), ip (*) angewendet, 
den allgemeinen Ausdruck: 



geben 






(f_ 

(■ ( 'o 

(«_ 

u 

(x 

(«2 

(■<• 

(■'•3 



— *1) 


(ar - 


a 2 ) 


0 ® 


— ^3) 


a'j) 


(#o ~~ 


— x 2 ) 


Oo 


— x s ) 


— ^0) 


(x - 


-.r 2 ) 


(x 


— x 3 ) 


«0) 


(ar, - 


-• r a) 


(*1 


~X 3 ) 


— *0) 


(x - 


" *i) 


(* 


— •»•») 


— «0) 


(#2 — 


-*1) 


(«2 


*3) 


— -r 0 ) 


(x - 


- •*,) 


(x 


— *2) 


*?o) 


(*»- 


-*1) 


[X* 


- X 2 ) 



I 



Diese äusserst regelmässige Interpolationsformel eignet sich 
für den Gebrauch der Logarithmen und lässt sich offenbar leicht 
auf beliebig viele Puncte ausdehnen. Sie findet sich auch unter dem 
Namen Lagrange’s Interpolationsformel in Lacroix’s Cal- 
cul different, et integral, jedoch ohne Begründung. 
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Anhang. 



Summation einiger Reihen. 



167 



Bezeichnet man die Summe der Reihe: 



cos er + cos (c< + '/) + C 08 (a + 2(jr>)H-. . . + co^d + ruf) 

d. h. den dafür zu setzenden und gleichwerthigen geschlossenen 
Ausdruck vorläufig mit s und multiplicirt auf beiden Seiten mit 
2 cos cp, so ist: 



2*.co8y l =acos«cos^H-2cos(B+y).co»yH-2cos(«+2y)co«(^-t-...+2cos((«4-n?’)cos9) 

Zufolge Trigonometrie § 100, 32 ist: 

cos (« + (p) -f- cos (er — cp) — 2 cos er . cos cp 
cos (er 2(p) + cos a = 2 cos (« + ?) . COS (f 
cos (er + 3 cp) + cos (a + tp) = 2 cos (er + 2 rp) . cos rp 
cos (a -|- 4(p) + cos (er + 2rp) = 2 cos (er 3cp) . cos cp 



cos(er-f (»+t)e/) + eos(er+(«~i)y) = 2co8(a + ny i ) . cosejp. 
Dies substituirt, kommt: 

2 (COs(cr+r/-) + cos(a+2f/>)+cos(a-f 3y)-f . . .-fcos(er-H»+i)e/') 

C08 ^ Icos (er — y) -f cos er -f cos (er + (p) +. . .+ cos (er -J- (»-D cp) 
2s . cos rp = s — cos a -j- cos(a COs(er — <jp)+s — cos(er+ne/>) 

2.<r .( 1 — cos cp)= cos(er-J-n<jp)— cos(er+(«+i)g)) — [cos(er — cp) — cos er] 
2s . 2 sin* |-qp — 2 sin (er + (»+!) cp ) . sin ^cp — 2 sin (a — $cp ) . sin $ cp 
2s . sin { cp = sin (er + (•*+!) cp) — sin (er — } cp) 

2s . sin \cp — 2 cos (er -J- \ncp) . sin — r— cp 
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Es ist mithin: 



cos ( a + \ncp) . sin ^cp 
sin 7 ff 



COS « -f- C08 (o y) + C08 (« -f 2qr) + ■ • + C08 (tt -f lUf.) ■ 

und wenn man a — 0 setzt, so ist : 

1 -f- cos cp -|- cos 2cp +■ cos 3cp -j- . . . + cos ncp * 



cos (et -(- * ncp ) . sin <p 
sin [cp 



COS yTicp . sin (p 
sin Up 



168 . 

Multiplicirt man die Gleichung: 
s = sina + sin(« + + sin(a -f- 2 cp) + • - . + sin(« -J-nqp) 

beiderseits o* 2 cos cp, so ist : 

2« . cos <p — 2sin a . coecp + 2 . sin («+9 ) • C08 <P+ • • ■ +2ßLn(K-f-n<p) . cos cp . ..(i) 
Nun aber ist: 

sin(o + cp) -j-sin (« — cp) = 2 sin a . cos cp 
sin (o + 2qr>) sin « = 2 sin (a -f -cp), cos cp 

sin(a + 3cp) -j- sin(a + qp)= 2 sin (a +2<jp).cosqp 
sin (a -f- 4(p) -f- sin (« 2 cp) — 2 sin (a + 3 cp) . cos cp 



sin (a + (H+i)r/>) -f sin (a +(•*— n q >) = 2 sin (a + ncp) . cos cp. 
Dies in Gleichung (l) substituirt, kommt: 

2s co8a5==^! n ^ + ' ^ ^ + 8 ! n ^ a+ ^■ , '' • .+sm(a-H«+t>g>) 

" 'sin(« — qr')-f-8in«+8in(a+?') + - • . + sin (er -J-f* — i)cp) 

2s . cos cf =s — sin a + sin (« (n-fi) cp) -f- sin (o — cp) + s — sin(a -f- mp) 
2s . ( 1 — cos <p) = sin a — sin (a — cp) — |sin(a-f (*+1)90) — sin(«-f-nqp)} 
2s. (1 — cos <p) = 2 cos(a — ^qn).sin|9P — 2 cos (a+(n+}) 9p) sin ^9p 
2 s . sin \cp = cos (« — \cp) — cos (a + ("+£) 9P) 



2s.8in ^cp’ 
Es ist mithin: 



;2sin (a + {ncp) . sin 



n+ 1 



Mno-f-8in(fl-|-y)+sm(«+2<p)+8in(rt+39>H-...4-Bin(«-f-n9’)= 
und wenn man a = 0 setzt: 



-cp 



sin(a-|-^n^i).sin^^ <p 



sin cp -f sin 2cp + sin 3 9) + . . . sin ncp - 



sin 4 < p 

sin \mp . sin cp 
sin^9P 
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169 . 

Um die Summe der Reihe: 

. q> . . 3 m . 5® 2w — 1 

8iny + sm-^- + « n y + • • • +8»n — (p 

zu finden, beachte man, dass (Trigonometrie § 100): 

1 — cos q> = 2 sin . sin 

„ „ . Zq • , 

cos q — cos2r/>=2sin — .sm $< p 

„ . 5<p , , 

cos 2 q — cos 3(p — 2 sin . sin J q 

, v 1 „ . 2n — 1 

cos (n — 1) q — cos nq — 2 sin - — - — q . amiq. 

I 

Addirt man dies System von Gleichungen, so kommt: 

, . 3ro , . 5r/> . 2n — 1 \ 

1 — cos nq=2 sin ^qrl sin \q -f- sin ~ -f-sm ~ -f. ..+ sin — - — qj 

Es ist mithin ^weil 1 — cos nq = 2 sin 2 : 



• i n( f> 
sin* ~~ 



. q . . 3flp . . 5qp . 2n — 1 

»in *-+ sin „M- sin + . . ,4-sin — - gi=a -- — ; — 

2 2 2 ^ ' 2 ’ sin|(p 



170 

Allgemeine Regeln, gesetzmässige unendliche convergente 
Reihen zu summiren, kann die Analysis allein nicht geben. 
Fast in jedem besondem Falle müssen, wenn die Summation 
überhaupt möglich ist, besondere Kunstgriffe benutzt werden. 
Oftmals geschieht es dadurch, dass man die unendliche Reihe 
mit irgend einem schicklich gewählten Factor multiplicirt (wie 
eben schon bei ein paar endlichen Reihen gezeigt), oft auch 
dadurch, dass man die Coefficienten der Potenzen der veränder- 
lichen Grösse in einzelne Brüche zerlegt und zusieht, ob die 
dadurch entstandenen neuen Reihen anderweitig schon bekannt 
und summirbar sind. Ist dies der Fall, so ist damit zugleich 
die Convergenz der Reihe bewiesen. Nehmen wir z. B. die Reihe ; 
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X X* X 8 X* 

1.2™273 + 374 — ITi) 

bo kann man, weil (§ 142): — . . = — 

v ' n (» +1) n 

1 1 1 

1 . 2 “ 1 2 

j_ j___ L 

2.3“ = 2 3 



x" 



w.(n+l) 

1 

«+ 1 * 



mithin: 



1 1 

p r CK T 

n.(n-ft) n 

obige Reihe auch so schreiben: 








Diese Reihe zerlegt sich nun aber in folgende zwei: 




Die erste Reihe ist bekannt, =f(l-J-*), die zweite Reihe 
lässt sich, indem man 1 addirt und subtrahirt, so schreiben: 




oder auch so: 




x 



Dies ist aber gleich 






TT2 2 T 3 374 4.5 + 



1. Daher die fragliche Reihe 

X 
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Setzt man x — l, so ist: 

_L_JL + J___^L+_. 

1.2 2.3 T 3.4 4.5^ 



171 . 



. — 2 fö — 1=/4 — 1 



x 

Ü3 



X* X 9 X* 

3T5 5T7 7T9 • 



Aufgabe. Man suche die Summe folgender Reihe: 

+ 1 

' ' (2n — 1)(2«+ 1) 

Auflösung. Die Coefficienten lassen sich folgenderweise 
zerlegen (§ 142): 

1.3 2V1 3 / 



3.5 2 V 3 5 / 

5.7 2 \ 5 i ) 



Obige Reihe, deren Summe wir 
also in folgende zwei: 



s setzen, zerlegt sich 



oder, indem wir x = u % setzen, in : 



2 a = 



K u 9 u & u 7 \ 

“-9+5-T+-J- 



' 3 5 



+ - + 



(0 

(0 



Die erste Reihe ist offenbar =u Arctgu (§87, (i)). 
Die zweite Reihe lässt sich so schreiben: 

1 2 ,, s 

1 



I — “ — f- — -’-l. 

3 X 5 7 T 



oder auch so 



u 1 -4- . . . 

3 5 7 ~ 
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mithin ist: 



2g = w Arctgu-f- 



Arctgw 






(«*+0 



Arctgu — 1. 



Mithin ist, weil « — y«: 



x x* x 3 x* 

Hä 3.5 + 5. 7 7.9' = 

Setzt man x — 1: 

1 



*+ 1 

2 y x 



Arctgy«— \ 



_L + _LL_L + _... = ^ 

1.3 3 . 5 ~ 5 . 7 7 . 9 ' 4 



172. 



Aufgab?. Man suche die Summe folgender Reihe: 

J_ . JL + _L+ +__L _ 

1.2 ' 2.3~ 3.4 t ~n(n ■+■ 1) 

Auflösung. Es ist : 

_1 1 1 

1 .2 r 2 

1 y _ 1 

2.3 ~2 3 

1 11 

3 . 4 = * 3 4 

1_ ‘ ' 1 1 

(n — l)n n — 1 n 

==ij L_ 

w.(n-f-l) « 1 

Addirt man diese Gleichungen, so erhält man: 

v[ L_Li I_«. 1 

• n 

und für n = «> (weil dann - oder — — -=0) ist: 

' • »i n-|- 1 ' 

1== T i 2+2 I 3+3 1 4+ in infiDitUni - 
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173. 



Aufgabe Die Summe s folgender Reihe zu finden: 

• ,==1 + T + T + T+" 

Auflösung. Multiplicire beiderseits mit x — 1, so kommt: 

x x i 
3 

(— , )*+ , -o+n+ri + - 

Setzt man jetzt «=1, so ist: 

l = ^r + — + -r-:+... m 



7>8 ip8 

(*- — \- % 



,-L+JL+_L + . 

1.2~2.3'3.4~ 






174. 



Umgekehrt lassen sich aber nach einer sehr leichten Regel 
unzählige gesetzmässige Reihen bestimmen, welche alle sum- 
mirbar sind. Schreibt man nämlich eine beliebige Reihe von 
Zahlen hin und bildet dann die sogenannte Summenreihe, indem 
man die Summen von ein, zwei, drei &c. Gliedern Bucht, so 
muss offenbar, wenn man in der gebildeten Summenreihe das 
erste Glied vom zweiten subtrahirt, das zweite Glied der sum- 
mirten Reihe, und wenn man das zweite vom dritten subtrahirt, 
das dritte und allgemein das «te Glied der summirten Reihe 
kommen, wenn man das (n — l)te Glied der Summenreihe vom 
wten Gliede derselben subtrahirt. Aus dieser Vorstellung folgt 
nun aber, dass, wenn man eine nach positiver Seite, also für 
die Zahlen 1, 2, 3 continuirliche Function von .r, z. B. 

j* 

— — - , als das eummatorische Glied einer unbekannten Reihe, 
x -j- 1 

als bekannt annimmt, man das allgemeine (j-)te Glied der un- 
bekannten Reihe (also auch die Reihe selbst) findet, wenn man 
das ( x — l)te Glied vom arten Gliede subtrahirt. Soll z. B. 



— -T-— das summatorische Glied sein, so ist das allgemeine (a’)te 

£C ■j’ 1 

Glied der entsprechenden Reihe : 
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X X 1 1 

af+1 x .r(.r+l) 
folglich ist (vergl. § 51): 

— = 1 — j. _JL -f- i_ -L _l. ü 

ar+l 1 . 2~ 2.3' 3. 4 ~ \r(.r+l) 

Soll x * das summatorische Glied sein, so ist das allgemeine 
(«)te Glied der entsprechenden Reihe —x 3 — (x — 1) 2 = 2a; — 1. 
Daher: 

ar*= 1 + 3 +5 + 7 + (2a? — 1). 

175 . 

Lehrsatz Wenndie Reihe: a + bx + cx s -f- d.r 3 -)- . . .summir- 
bar ist, so sind zu gleicher Zeit auch folgende beiden Reihen 
summirbar : 

a -f- te.sin o -f- cx s sin 2« + da; 8 , sin 3a +. . . 
a ba r.cosa &r 1! cos2a dx 3 . cos 3a -f-. . . 

Beweis. Man setze die Summe der ersten Reihe —y, die 
der zweiten — z, multiplicire die erste mit i=y — 1 und addire 
sie zur zweiten, so hat man: 

z+yi=a(l+i) + bx (cos a + i sin a)+ ca:*(cos 2a + * sin 2a) . . . 

oder auch (§ 88): 

z+yi=a(l ■+■ i) + bx (cos a + 1 sin a) -f-ca: 2 (cosa + /8ina)* +. . . 
oder, wenn man *(cos a -)-i sin a) = u setzt: 

— <** + <* + 6«-f*e«*+du 3 -|- eu* ■+*• • • 

Die Summe der Reihe a-f - hx cx* , welche nach Vor- 
aussetzung summirbar ist, wird irgend eine Function von x 
sein; bezeichnen wir sie mit F(a;), so ist auch: 
2 +jd=<M+F(u) 

Die Function F (m) besteht aus reellen und imaginären 
Theilen, lässt sich aber (§ 88) in zwei Theile zerlegen, wovon 
der eine reell, der andere imaginär ist, so dass wir F (u)—p -f- qi 
setzen können. Mithin ist: 

z + yi=p + qi + ai'=p+ (q +a).i. 
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Sind aber zwei complexe Grössen einander gleich, so 
müssen offenbar die reellen und imaginären Theile besonders 
einander gleich sein (§ 85), daher: 

z = p 

y = ? + « 

Setzt man z. B. a*=b = c = . . 1, so hat man di£ Reihe 

1 4 -a- «* + x 3 ■ • ■ deren Summe (§ 62)= — — , also F («) = — — , 

1 X 1 x 

1 



mithin auch F (u) 



1 — u 



In diesem besondern Fall ist also: 



1 



• + T _ 

oder für u seinen Werth gesetzt: 

z + yi = »+ 7 : — 

1 — xcosu — ix sin u 

Zähler nnd Nenner mit 1 — x cos a + ix sin a multiplicirt : 

. .. 1 — « cos a-ptr sinn 

' a 1 — 2«cosa-p«* 

1 — «cosa / «sina \. 

1 — Ix cos a -p « 2 \ 1 — 2« cos b+*v 

Man hat also: 

1 — x cos er 



z= 1 -p«cosa + « 2 cos2a+« s cos3a-p. . .7 



1 — 2« cos « -f «* 
«sin a 



ü=l-p-«8ina+**sin2a+« s sin3« + . . . =*1 -f— - — — 

a 1— 2«cosa+«* 



Theorie der imaginären Grössen. 

176. 

Die sehr subtile Theorie der imaginären Grössen wurde 
zuerst von Gauss streng wissenschaftlich begründet. Die uns 

Lftbaen'a Analysis. 12 
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bereits 1830 mündlich mitgetheilten tiefsinnigen Ansichten dar- 
über sind seitdem in einer Vorlesung der Societät der Wissen- 
schaften in Göttingen überreicht. Der Bericht darüber findet sich 
in den Göttinger gelehrten Anzeigen 1831, 64. Stück. Da aber 
• diese Anzeigen wohl nur Wenige sich verschaffen können, so 
wollen wir aus dem fraglichen Bericht hier Folgendes mittheilen: 
„So wie die absoluten ganzen Zahlen durch eine in einer 
graden Linie unter gleichen Entfernungen geordnete Reihe von 
Puncten dargestellt werden, in der der Anfangspunct die Zahl 0, 
.der nächste die Zahl 1 u. s. w. vertritt; und so wie dann zur 
Darstellung der negativen Zahlen nur eine unbegrenzte Verlän- 
gerung dieser Reihe auf der entgegengesetzten Seite des An- 
fangspuncts ^-forderlich ist: so bedarf es zur Darstellung der 
complexen ganzen Zahlen nur des Zusatzes, dass jene Reihe 
als in einer unbegrenzten Ebene befindlich angesehen und 
parallel mit ihr auf beiden Seiten eine unbeschränkte Anzahl 
ähnlicher Reihen in gleichen Abständen von einander angenom- 
men werde, so dass wir, anstatt einer Reihe von Puncten, ein 
System von Puncten vor uns haben, die sich auf eine zwiefache 
Art in Reihen von Reihen ordnen lassen, und zur Bildung einer 
Eintheilung der ganzen Ebene in lauter gleiche Quadrate dienen. 
Der nächste Punct bei 0 in der ersten Nebenreihe auf der einen 
Seite der Reihe, welche die reellen Zahlen repräsentirt, bezieht 
sich danh auf die Zahl i, so wie der nächste Punct bei 0 in 
der nächsten Nebenreihe auf der andern Seite auf — i u. s. f. 
Bei dieser Darstellung wird die Ausführung der arithmetischen 
Operationen in Beziehung auf die complexen Grössen einer 
Vcrsinnlichung fähig, die nichts zu wünschen übrig lässt. 

Von der andern Seite wird hierdurch die wahre Metaphysik 
der imaginären Grössen in ein neues helles Licht gestellt. 

Unsere allgemeine Arithmetik, von deren Umfang die 
Geometrie der Alten so weit überflügelt wird, ist ganz die 
Schöpfung der neueren Zeit. Ursprünglich ausgehend von dem 
Begriff der absoluten ganzen Zahlen, hat sie ihr Gebiet stufen- 
weise erweitert ; zu den ganzen Zahlen sind die gebrochenen, 
zu den rationalen die irrationalen, zu den positiven die nega- 
tiven, zu den reellen die imaginären hinzugekommen. Dies 

..tu 
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• • ' w. 

Vorschreiten ist aber immer anfangs mit furchtsam zögerndem 
Schritt geschehen. Die ersten Algebraisten nannten noch die 
negativen Wurzeln der Gleichungen falsche Wurzeln, und sie 
sind es auch, wo die Aufgabe, auf welche sie sich beziehen, 
so eingckleidct vorgetragen ist, dass die Beschaffenheit der ge- 
suchten Grösse kein Entgegengesetztes zulässt. Allein so wenig 
man in der allgemeinen Arithmetik Bedenken hat, die ge- 
brochenen Zahlen mit aufzunehmen, obgleich cs so viele zähl- 
bare Dinge giebt , wobei eine Bruchzahl ohne Sinn ist , eben 
so wenig durften in jener den negativen Zahlen gleiche liechte 
mit den positiven deshalb versagt werden, weil unzählige Dinge 
kein Entgegengesetztes zulassen: die liealität der negativen 
Zahlen ist hinreichend gerechtfertigt , da sic in unzähligen 
anderen Fällen ein adäquates Substrat finden, ijarüber ist man 
nun freilich seit langer Zeit im Klaren. Allein die den reellen 
Grössen gcgeniibcrgcstellten imaginären — ehemals und hin 
und wieder noch jetzt, obwohl unschicklich, unmögliche ge- 
nannt — sind noch immer weniger eingebürgert als nur gedul- 
det, und erscheinen also mehr wie ein an sich inhaltleeres 
Zcichenspiel , dem man ein denkbares Substrat unbedingt ab- 
spricht, ohne doch den reichen Tribut, welchen dieses Zcichen- 
spiel zuletzt in den Schatz der V erhältnisse der reellen Grössen 
steuert, verschmähen zu wollen. 

Der Vcrf. (Gauss) hat diesen hochwichtigen Theil der 
Mathematik seit vielen J alircn aus einem verschiedenen Gesichts- 
puncto betrachtet , wobei den imaginären Grössen eben so gut 
ein Gegenstand untergelcgt werden kann, wie den negativen: 
es hat aber bisher an einer Veranlassung gefehlt, dieses 
öffentlich bestimmt auszusprechen, wenn gleich aufmerksame 
Leser die Spuren davon in der 179!» erschienenen Schrift über 
die Gleichungen und in der Preisschrift über die Umbildung 
der Flächen leicht wiederfinden werden. In der gegenwärtigen 
Abhandlung sind die Grundzüge davon kurz angegeben, sic 
bestehen in Folgendem: 

Positive und negative Zahlen können nur da eine Anwen- 
dung finden, wo das Gezählte ein Entgegengesetztes hat, was 
mit ihm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen ist. 

12 * 

• • 
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Genau besehen, findet diese Voraussetzung nur da statt, wo 
nicht Substanzen (für sich denkbare Gegenstände), sondern Re- 
lationen zwischen je zwei Gegenständen das Gezählte sind. 
Postulirt wird dabei, dass diese Gegenstände auf eine bestimmte 
Art in eine Reihe geordnet sind, z. B. A, B, C, D..,, und 
dass die Relation des A zu B als der Relation des B zu C u. s. w. 
gleich betrachtet werden kann. Hier gehört nun zu dem Begriff 
der Entgegensetzung nichts weiter, als der Umtausch der Glieder 
der Relation, so dass, wenn die Relation (oder der Uebergang) 
von A zu B als + I gilt, die Relation von B zu A durch — 1 
dargestellt werden muss. Insofern also eine solche Reihe auf 
beiden Seiten unbegrenzt ist, repräsentirt jede reelle ganze Zahl 
die Relation eines beliebig als Anfang gewählten Gliedes zu 
einem bestimmten Gliede der Reihe. 

Sind aber die Gegenstände von solcher Art, dass sie nicht 
in Eine, wenn gleich unbegrenzte Reihe geordnet werden 
können, sondern sich nur in Reihen von Reihen ordnen lassen, 
oder, was dasselbe ist, bilden sie eine Mannichfaltigkeit von 

zwei Dimensionen: verhält es sich dann mit den Relationen 

% J 

einer Reihe zu einer andern oder den Uebergängen aus einer 
in die andere auf eine ähnliche Weise, wie vorhin mit den 
Uebergängen von einem Gliede einer Reihe zu einem andern 
Gliede derselben Reihe, so bedarf es offenbar zur Abmessung 
des Uebergangs von einem Gliede des Systems zu einem andern, 
ausser den vorigen Einheiten 1 und — 1, noch zweier anderer 
unter sich auch entgegengesetzten + i und — i. Offenbar muss 
aber dabei noch postulirt werden, dass die Einheit t allemal 
den Uebergang von einem gegebenen Gliede einer Reihe zu 
einem bestimmten Gliede der unmittelbar angrenzenden Reihe 
bezeichne. Auf diese Weise wird also das System auf eine 
doppelte Art in Reihen von Reihen geordnet werden können. 

Der Mathematiker abstrahirt gänzlich von der Beschaffen- 
heit der Gegenstände und dem Inhalt ihrer Relationen; er hat 
es bloss mit der Abzählung und Vergleichung der Relationen 
unter sich zu thun: insofern ist er eben so, wie er den durch 
+ 1 und — 1 bezeichneten Relationen, an sich betrachtet, Gleich- 
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artigkeit beilegt, solche auf alle vier Elemente +1, — 1, + i 
und — » zu erstrecken befugt. 

Zur Anschauung lassen sich diese Verhältnisse nur durch 
eine Darstellung im Raume bringen, und der einfachste Fall 
ist, wo kein Grund vorhanden ist, die Symbole der Gegenstände 
anders als quadratisch anzuordnen, indem man nämlich eine 
unbegrenzte Ebene durch zwei Systeme von Parallellinien, die 
einander rechtwinklig durchkreuzen, in Quadrate vertheilt und 
die Durchschnittspuncte zu den Symbolen wählt. Jeder solcher 
Punct A hat hier vier Nachbarn, und wenn man die Relation 
des A zu einem benachbarten Puncte durch 1 bezeichnet, so 
ist die durch — 1 zu bezeichnende von selbst bestimmt, während 
man, welche der beiden andern man will, für wählen, oder 
den sich auf -f- * beziehenden Punct nach Gefallen rechts oder 
links nehmen kann. Dieser Unterschied zwischen rechts und 
links ist , sobald man vorwärts und rückwärts. in der Ebene, 
und oben und unten in Beziehung auf die beiden Seiten der 
Ebene einmal (nach Gefallen) festgesetzt hat, in sich völlig 
bestimmt, wenn war gleich unsere Anschauung dieses Unter- 
schiedes Andern nur durch Nachweisung an wirklich vorhan- 
denen materialen Dingen nach weisen können.*) Wenn man 
aber auch über letzteres sich entschlossen hat, sieht man, dass 
es doch von unserer Willkür abhing, welche von den beiden 
sich in Einem Puncte durchkreuzenden Reihen wir als Haupt- 
reihe, und welche Richtung in ihr man als auf positive Zahlen 
sich beziehend ansehen wollte ; man sieht ferner, dass, wenn wir 
die vorher als + i behandelte Relation für -f- 1 nehmen wollen, 
man nothwendig die vorher durch — 1 bezeichnete Relation für 
-f - 1 nehmen muss. Das heisst aber in der Sprache der Mathe- 
matiker: -p» ist mittlere Proportionalgrössc zwischen -f- 1 und 
— 1 oder entspricht dem Zeichen y — 1 ; wir sagen absichtlich 

*) Beide Bemerkungen, sagt Gaues, hat schon Kant gemacht, aber 
man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren 
einen Beweis für seine Meinung, dass der Kaum nur Form unserer 
äussern Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite so klar 
das Gegentheil, und dass der Raum unabhängig von unserer Anschauungs- 
art eine reelle Bedeutung haben muss, beweiset. 
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nicht d i e mittlere Proportionalgrösse , denn — * hat offenbar 
gleichen Anspruch. Hier ist also die Nachweisbarkeit einer 
anschaulichen Bedeutung von y — 1 vollkommen gerechtfertigt, 
und mehr bedarf es nicht, um diese Grösse in das Gebiet der 
Gegenstände der Arithmetik zuzulassen. 

Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch 
diese kurze Darstellung der Ilauptmomente einer neuen Theorie 
der sogenannten imaginären Grössen einen Dienst zu erweisen. 
Hat man diesen Gegenstand bisher aus einem falschen Gesichts- 
puncte betrachtet und eine geheimnissvolle Dunkelheit dabei ge- 
funden, so ist dies grösstentheils den wenig schicklichen Be- 
nennungen zuzuschreiben. Hätte man — l, — 1, y — 1 nicht 
positive, negative, imaginäre (oder gar unmögliche) Einheit, 
'sondern etwa directe, inverse, laterale Einheit genanut, so hätte 
von einer solchen Dunkelheit kaum die Rede sein können. Der 
Verfasser hat sich Vorbehalten, den Gegenstand, welcher in der 
vorliegenden Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berührt ist, 
künftig vollständiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, 
warum die Relationen zwischen Dingen, die eine Mannichfaltig- 
• keit von mehr als zwei Dimensionen darbieten , nicht noch 
andere in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten von 
Grössen liefern können, ihre Beantwortung finden wird.“ 



Construction der imaginären Grössen. 

177 . 

/ 

Ueber die geometrische Construction der imaginären 
Grössen hat Herr Dr obiseh der Gesellschaft der Wissenschaf- 
ten in Leipzig eine Abhandlung überreicht, welche zugleich eine 
kurze Geschichte der imaginären Grössen und Nachweis der 
hierüber erschienenen Schriften enthält. Sic ist abgedruckt in 
den Berichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, 
2ter Band, 1848. Da auch diese Berichte nur auf öffentlichen 
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Staatsbibliotheken sich befinden, so wollen wir hier Folgendes 
daraus raittheilen: 

„Meine Nachweisung der geometrischen Bedeutung der 
imaginären Grössen, sagt Herr Dro bisch, ist folgende: 

„Wenn auf einer nach beiden Seiten unbegrenzten Geraden 
x , x ein fester Punct, A, gegeben ist, und von diesem aus nach 
entgegengesetzten Richtungen auf x'x zwei gleiche Abschnitte 
AB=AB l aufgetragen werden, so bezeichnet man die Lage 
des Puncts B* gegen A in Vergleichung mit der Luge des 
Puncts B gegen A durch — AB, und umgekehrt die Lage von 
B gegen A in Vergleichung mit der Lage von B 1 gegen A 
durch— AB 1 . Man erhält also die Bestimmung der Lage eines 
jeden der beiden Puncte B, B 1 aus der Bestimmung der Lage 
des andern durch Vorsetzung des Minuszeichens», oder, wie es 
auch aufgefasst werden kann, des Coefficienten ( — 1 ), so dass 
AB l = ( — l)ABundAB=( — 1)AB J ist, wenn resp. AB, AB 1 
die Bestimmungen der Lage von B, B* gegen A bedeuten. 
Der Coefficient ( — 1) drückt hier also die wechselseitige Be- 
ziehung aus, welche zwischen den Lagen der beiden, in gleichen 
Entfernungen von A nach entgegengesetzten Richtungen be- 
stimmten Puncte B, B l gegen A stattfindet.*) 

Wenn nun in der Ebene, in welcher x x x liegt, ausser- 
halb dieser Linie ein dritter Punct, C, in der Entfernung 
AC=AB = AB 1 von A gegeben ist, und AG mit AB den 
Winkel q> bildet, so fragt es sich, ob auch dann noch ein 
Coefficient von AB aufgefunden werden kann, der die Lage 
von C gegen A in Vergleichung mit der Lage von B gegen 
A ausdrückt. 



*) Man kann von hier an auch folgenden kurzem Weg einschlagen: 
Sei l der unbekannte Factor, mit welchem man die Linie AB multipli- 
circn muss, damit sie sich um 90" dreht (in die Lage AE kommt), so 
muss man nochmals mit i inultipliciren, damit sie sich wiederum um 90° 
dreht (in die grade entgegengesetzte Lage AB 1 = ( — 1).AB kommt), so 
dass nämlich: i 1 .AB= — AB, woraus: i = y — 1. Ist nun AB — -f I, so 
ist AE^+V— 1, AB'=X>— — 1, AE' =i»= — %/ — 1, AB = P«=I. 
Die Ausführung der Multiplication mit lateralen Grössen wird hiedurch 
einer Vereinnlichung fähig. So ist z. B.: 2« . 3 j = ti . i 1 = — 6 &c. 



Digitized by Google 




184 



Da die Verschiedenheit 
zwischen der Lage von C 
gegen A und von B gegen A 
nur auf der Verschiedenheit 
der Richtungen der beiden 
Geraden AB, AC beruht, 
und diese durch den Winkel 
(p bestimmt wird, so muss 
der gesuchte Coefficient 
eine ^Function von q> sein. 
Er sei daher =/(«/>), so 
dass also: 

^ AC=AB./0 r) («) 

' Aendere jetzt AC seine Lage, indem ip in (/> xp und AC 
in AD übergehen mag, so wird auf dieselbe Weise die Lage 
von D gegen A in Vergleichung mit der Lage von B gegen A 
bestimmt durch: 

A D = A B ,f(rp + (/») ..(») 

Es lässt sich aber nach demselben Princip auch die Lage von 
D gegen A in Vergleichung mit der von C gegen A bestimmen, 
und wird, da AD mit AC den Winkel xp bildet, alsdann sein: 

AD=AC./(i p) (») 

Substituirt man hier für AC seinen Ausdruck in (1), so folgt: 

AD=AB f('p) •/(»/') 

und wenn dies mit dem Ausdruck von AD in (2) gleich gesetzt 
wird: 

/(T +</')=/(</>) •/(</') .(«) 

Dieser Bedingungsgleichung für die Form der Function f ent- 
spricht aber bekanntlich allein: 

/(</) = <,*.... (»)*) 

*) Weil a*. «*-«*+* 
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wo,a eine noch unbestimmte Grösse ist. Demnach ist, ver- 
möge (1): 

AC = AB.a<P (s) 

Hieraus wird nun für q>=7 1 : 



AC=AB.a* 

Für diesen Abweichungswinkel geht aber AC in AB 1 über, 
und ist daher AC = AB 1 =— AB; woraus sofort folgt: 

a n = — 1; a = ( — 1)* (i) 

. * 1 . * • I 

Demnach ist, vermöge (6): 

<P ~ 

AC=AB.( — 1)» ,.(*) 

und ( — l)w der gesuchte Coefficient. 

Wird qp = ^, wo AC in die auf x l x in A senkrechte 



Gerade AE übergeht, so wird nach (8): 

AE=AB.( — l)^=AB.y — 1 (s) 

Ebenso wird für <jp=^ oder <j >= — , wo AC in die der 
AE entgegengesetzten Linie AE 1 übergeht: 



AE‘=AB(— l)i = — AB.y — 1 (io) 

Hieraus erhellt, dass +y — 1 als der Coefficient anzusehen ist, 
durch welchen die senkrechte Lage der damit behafteten Ge- 
raden gegen die Lage, welche ihr zukommt, wenn sie den Co- 
efficienten +1 hat, bezeichnet wird. Es ist nun aber auch : 



V 

( — l)'r=>co8y-l-t8inqp*) 



*) Es ist cos Ti +i sin 71= — 1. Mithin: 

V 2 

( — 1 ) * = (cos Ti+i sin 7i) n = cos g>±i sin tp. 

12 ** 



Digitized by Google 




186 



daher nach (8): 

AC= AB(co8<jp4-t8in<jp) (i 1 ) 

wofür auch gesetzt werden kann: 

AC=AB.e* , f’ (»*) 



Es kann also auch e ,( P als der gesuchte Coefficient betrachtet 
werden. Schreibt man für (ll): 

AC = AB . cos (f + »AB . sin q> 

so bedeutet in dem Ausdrucke zur Rechten des Gleichheits- 
zeichens AB cos ff ohne Zweifel eine nach derselben Richtung 
wie AB von A Suis auf AX aufzutragende Linie, da cos <p nur 
zur Bestimmung ihres Grössenverhältnisses gegen AB dient. 
Dagegen LAB sin cp nach (9) eine Linie von der Länge AB sin ff, 
welche in A senkrecht auf AX zu errichten ist. Fällt man 
also von C auf AB und AE die resp. Senkrechten CP, CQ, so 
ist mit Bezug auf die Lage: 

AP = AB.cosqd; AQ=ABsin<jp.y — 1. 

Sollen nun nach (11) diese Linien addirt werden, so kann dies 
nichts Anderes bedeuten, als : es soll die zweite Linie AQ, ohne 
ihre Grösse und Richtung zu ändern* so an die erste AP ange- 
setzt werden, dass ihr Anfangspunct mit dem Endpunct der 
letztem zusammenfällt. Dies geschieht, wenn AQ sich selbst 
parallel fortrückt, bis sie in die Lage PC kommt“ &c. 
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Theil: Integralrechnung. Zum Selbstunterricht. Mit Rück- 
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Zum Selbstunterricht und mit Rücksicht auf die Zwecke des 
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